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Introdução  
 

Um dos problemas mais fundamentais da física é o 

oscilador harmônico, cuja importância deriva da sua 

ampla aplicabilidade em diversos problemas mecânicos. 

De fato, muitos problemas na mecânica podem ser 

reduzidos ao simples caso do oscilador harmônico, cuja 

solução é bem conhecida. No entanto, ao considerarmos 

oscilações acopladas, surgem problemas um pouco mais 

complexos, embora ainda solucionáveis utilizando 

métodos convencionais, como explorado por 

Nussenzveig (2010). Quando adicionamos uma força 

externa ao movimento acoplado, a abordagem necessária 

muitas vezes se torna mais complicada, particularmente 

para estudantes no início da graduação, requerendo 

métodos como o formalismo da função de Green 

(ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2007, p. 447) 

 

O objetivo principal deste projeto é desenvolver uma 

solução analítica que empregue conceitos mais acessíveis 

para estudantes de graduação. Inspirados pelo trabalho de 

referência (FLORES-HIDALGO; BARONE, 2011), que 

simplifica a solução do oscilador harmônico forçado, 

buscamos encontrar uma solução matricial para o caso de 

oscilações acopladas que faça uso apenas de conceitos 

básicos do início da graduação. 

 

Além de simplificar a compreensão e resolução de 

problemas de oscilações acopladas e forçadas, este 

projeto também visa auxiliar futuros estudos sobre 

campos escalares, oferecendo uma abordagem que pode 

ser adaptada para explorar sistemas mais complexos. 

Dessa forma, proporcionaremos tanto uma introdução aos 

métodos analíticos utilizados na física teórica quanto uma 

base sólida para investigações futuras em outras áreas da 

física. 

 

Metodologia  
 

Utilizando o cálculo de pequenas oscilações para duas 

partículas, como o encontrado na literatura (MARION; 

THORNTON, 2011, p. 420), para representar um sistema 

de duas massas e três molas, podemos adicionar uma 

força externa e um amortecimento a cada uma das 

massas. Considerando as massas iguais, para simplificar 

os cálculos, temos a seguinte equação que descreve um 

oscilador acoplado amortecido e forçado: 
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Na qual, 𝑘𝑙 representa a constante elástica da mola que 

conecta as duas partículas, enquanto 𝑘1 e 𝑘2 representam 

as constantes elásticas das molas que ligam cada partícula 

à parede. Considerando que os coeficientes de 

amortecimento são iguais, 𝛾1 = 𝛾2, para simplificar os 

cálculos, podemos escrever essa equação de forma 

matricial, sendo representada pela seguinte equação: 
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Desta forma, podemos representar as matrizes da 

seguinte forma: 

 

𝑿̈ + 𝜞𝑿̇ + 𝑲𝑿 =  𝑭  (3) 

 

Que é equivalente à: 

 

(𝐷2  +  𝜞𝐷 +  𝑲)𝑿 =  𝑭  (4) 

 

onde D é o operador diferencial que representa a 

derivada temporal. 
Com o objetivo de encontrar uma solução válida para o 

sistema de equações, definimos uma matriz A e B, na qual 

representam as raízes da equação quadrática representada 

pela equação (4), como demonstra a seguinte equação: 

 
(𝐷 −  𝑨)(𝐷 −  𝑩)𝑿 =  𝑭  (5) 

 

Para definir quem são essas matrizes, expandimos a 

equação (5) e comparamos o resultado com a equação (4), 



 
levando ao seguinte sistema de equações matriciais: 

 

𝑨 +  𝑩 =  − 𝜞  
𝑨 . 𝑩 =  𝑲  (6) 

 

Utilizando o software Mathematica, encontramos os 

termos das matrizes A e B em função dos termos de 𝜞 e 

𝑲 através da equação (6). Assim, as matrizes A e B são: 
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𝑩 =  (
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Considerando as simplificações k = 𝑘1 – 𝑘2, 𝑘0  = 𝑘1 + 𝑘2 

e 𝑎2
2= γ4 −4γ2 (𝑘0 +2𝑘𝑙)m + 16(𝑘1 𝑘2 + 𝑘0 𝑘𝑙)𝑚

2 para 

reduzir a complexidade dos termos, temos que os termos 

de A e B são: 
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2 + 𝑘2𝑘𝑙 +  𝑘𝑙
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2 + 𝑘2𝑘𝑙 +  𝑘𝑙
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2𝑎2
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Desta forma, baseando-se no mesmo princípio utilizado 

por Flores-Hidalgo e Barone (2011), mas considerando o 

caso matricial, temos a seguinte relação: 

 

(𝐷 −  𝑪)𝑿 = 𝑒𝑪𝑡𝐷(𝑒−𝑪𝑡𝑿)  (10) 

 

Essa relação permite realizar substituições na equação 

(5), resultando em: 

 

(𝐷 −  𝑨)𝑒𝑩 𝑡𝐷(𝑒−𝑩 𝑡𝑿)  =  𝑭 (11) 

 

Aplicando a relação descrita pela equação (10) na 

equação (11): 

 

𝑒−𝑨 𝑡𝐷(𝑒𝑨 𝑡 + 𝑩 𝑡𝐷(𝑒−𝑩 𝑡𝑿))  =  𝐹 (12) 

 

Utilizando algumas manipulações e integrando em 

respeito ao tempo, considerando a condição inicial 𝑡0, 

temos:  

 

𝑒𝑨 𝑡 + 𝑩 𝑡𝐷(𝑒−𝑩 𝑡𝑿)  =  ∫ 𝑒𝑨 𝑡′𝑑𝑡′
𝒕

𝒕𝟎
 (13) 

 

Realizando mais algumas manipulações e integrando 

novamente em respeito ao tempo, temos a seguinte 

solução que descreve 𝑿: 

𝑿 =  𝑒𝑩𝑡 ∫ 𝑒(𝑨 − 𝑩)𝑡′′
∫ 𝑒−𝑨𝑡′

𝑭(𝒕′)
𝑡′′

𝑡0

𝑡

𝑡0

 𝑑𝑡′ 𝑑𝑡′′ 

+ 𝑒𝑩𝑡[𝑨 −  𝑩]−1(𝑒(𝐴 − 𝐵)𝑡 − 𝑒(𝑨 − 𝑩)𝑡0)𝑒−𝑨𝑡0(𝑽𝟎 −

 𝑩𝑿𝟎)  +  𝑒𝑩𝑡−𝑩𝑡0𝑿𝟎  (14) 

 

Em que 𝑿𝟎 representa as posições iniciais e 𝑽𝟎 representa 

as velocidades iniciais. 

 
Resultados e discussão 

 

A equação (14) representa a solução final. Para testar e 

visualizar melhor o resultado obtido, consideramos o 

caso em que ambas as partículas iniciam em repouso e a 

primeira partícula é submetida a um impulso, 

desencadeando o movimento.  

 

Para representar esse caso, consideramos 𝑡0 = 0 e 

𝑭 (𝒕′)  =  𝛿(𝑡′ −  𝑡0)2𝜴, na qual a delta de Dirac 

representa o impulso inicial e  𝜴  um vetor que representa 

a intensidade aplicada na primeira partícula, expressa por 

uma constante arbitrária α, representado por: 

 

𝜴 =  (α
0

)   (15) 

Sendo assim, a equação de movimento para este caso: 

 

𝑿 =  𝑒𝑩𝑡[𝑨 −  𝑩]−1(𝑒(𝑨 − 𝑩)𝑡  −  𝐼)𝜴   (16) 

 

Para visualizar esse resultado, traçamos o gráfico a 

seguir, assumindo 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 1, 𝑘𝑙 = 1, m = 1 e γ = 0, 

eliminando o amortecimento com o objetivo de visualizar 

como as duas massas oscilam ao longo do tempo com a 

energia total constante: 

 
Figura 1 – Resultado com uma força externa definida 

 



 
 

Embora o gráfico mostre corretamente as oscilações de 

𝑥1 e 𝑥2, torna-se um pouco difícil visualizar como o 

movimento iniciado na primeira massa afeta a segunda. 

Portanto, geramos um novo gráfico, reduzindo o 

acoplamento entre as partículas para 𝑘𝑙 = 0.05, 

permanecendo 𝑘1 = 1 e 𝑘2 = 1. 

 

Figura 2 – Resultado com uma força externa definida e 

acoplamento fraco 

 
Agora, é possível observar como a oscilação da primeira 

massa se inicia e, ao longo do tempo, transfere energia 

para a segunda massa, gerando movimento por meio do 

acoplamento. Embora neste trabalho tenhamos abordado 

o fenômeno de forma qualitativa, uma análise mais 

aprofundada da energia, incluindo o impacto do 

amortecimento e potenciais gráficos representativos, será 

desenvolvida em trabalhos futuros. 

 

Acrescentando o amortecimento ao sistema da Figura 2, 

com o valor de γ = 0.1, observamos como isso influencia 

o comportamento das oscilações, representado pela 

Figura 3. O termo de amortecimento resulta na dissipação 

de energia ao longo do tempo, afetando a transferência de 

energia entre as massas e levando a uma diminuição 

gradual da amplitude das oscilações. 

 

Figura 3 – Resultado com uma força externa definida, 

acoplamento fraco e amortecimento 

 

 

 

Conclusões 

 

Por fim, estudamos o caso de oscilações acopladas e 

alcançamos o objetivo principal de aplicar o método 

realizado por Flores-Hidalgo e Barone (2011) ao caso de 

dois osciladores acoplados, amortecidos e forçados. 

Além disso, aplicamos a solução encontrada a um 

exemplo simples e verificamos graficamente o que ela 

representa, possibilitando o seu desenvolvimento em 

trabalhos futuros. 

 

Com este trabalho, concluímos tudo o que era esperado 

para o nosso projeto de Iniciação Cientifica. Pretendemos 

submeter um artigo didático a um periódico de circulação 

internacional, incluindo uma análise da energia do 

sistema com uma abordagem matricial. Esse estudo sobre 

a energia do sistema, apesar de sua relevância, não é 

trivial como pode parecer à primeira vista e requer tempo 

e uma abordagem cautelosa. 
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