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Introducao

Atualmente a teoria que melhor descreve a interacio
gravitacional é a relatividade geral, proposta em 1915 por
Albert Einstein ela descreve a gravitagdo como uma cur-
vatura do espaco-tempo, no entanto para descrever estd
interacdo matematicamente devemos trocar o espaco Eu-
clidiano da teoria Newtoniana por variedades diferen-
cidveis munidas com uma métrica que descreve um es-
paco curvo. Assim neste trabalho buscamos compreen-
der alguns elementos de geometria Riemanniana, como a
construcdo da operagdo de diferenciacdo (derivada cova-
riante) nestes espagos € como isso nos permite construir
objetos que descrevem a curvatura da nossa variedade
e como estes objetos estdo relacionados com a métrica,
campo fundamental da relatividade geral (Adler, 1965).

Nosso principal objetivo € estudar as equacdes de
campo de Einstein em um regime linear, que fornecem
a previsdo tedrica das ondas gravitacionais, proposta em
1916. As ondas gravitacionais sdo perturbacdes na cur-
vatura do espaco-tempo que se propagam a velocidade
da luz, geradas por eventos astrofisicos violentos, como a
fusdo de buracos negros e estrelas de néutrons. Neste es-
tudo, analisamos aspectos cruciais das solu¢des de uma
equagdo de onda, como a propagacgdo de ondas no vicuo
e a geracdo de ondas por uma fonte (Barausse, 2023).

Metodologia

Para o estudo da relatividade geral foi preciso estu-
dar, dentro da geometria diferencial, objetos que sejam
capazes de descrever a curvatura do espago-tempo, para
isso foi estudado a operacdo de diferenciagdo em vari-
edades munidas com uma métrica, entdo definimos um
campo vetorial A\, definido sobre uma regidio U perten-
cente a uma variedade M coberta por um sistema de co-
ordenadas e assim definimos a derivada covariante []

(Foster, 2006) como,
Aap = Aap — TipAds ()

a derivada covariante segue das seguintes propriedades:
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'A derivada covariante serd denotada por um ";
()‘a,b = 8bka).

entre os indices (Aq;s) € a derivada parcial serd denotada por uma ",

1. Linearidade: (g + Bric) b = aXap + Blicss
2. Regrade Leibniz: (Agfic):p = Aaspite + Aatleds

3. Para um campo escalar recupera - se a derivada
parcial usual: ¢., = ¢ ;

4. Aumenta a ordem do tensor; se aplicamos a deri-
vado covariante em um tensor de ordem (7, s) ob-
tém - se um tensor de ordem (r, s + 1),

diferenciando mais uma vez o campo vetorial A\, € como
a derivada covariante segunda ndo comuta (Agpe #
Aa;ch), usamos desta propriedade para encontrarmos o
tensor de curvatura de Riemman,
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o tensor de curvatura satisfaz a identidade de Bianchi,

Rgcd;e + Rgde;c + Rl?ec;d = 0? (3)

com o tensor de curvatura podemos construir por contra-
¢d0 o tensor de Ricci e o escalar de curvatura,
4)

_ pc  _ e c e ¢
Rop = Rabc - Fac,b - Fab,c +7T
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R = ¢™Ry. (5)

A partir da identidade de Bianchi € possivel deduzir
o tensor de Einstein que posteriormente serd usada para
construcdo das equacdes de campo da relatividade geral,
o tensor de Einstein € da forma,
1
Gab = Rab - iRgabu (6)
onde Gy, é simétrico e sua divergéncia é G p = 0.
Definido os objetos necessarios para descrever a cur-
vatura do espago-tempo, precisamos agora definir o ob-
jeto para descrever a matéria, energia € momento no
espago-tempo, para isso usaremos O tensor momento-
energia. Para isso vamos considerar um fluido perfeito

entre os indices



descrito pelos campos escalares p e p, que s@o respecti-
vamente a densidade e a press@o do fluido. Vamos consi-
derar um campo de observadores tal que suas velocidades
sejam u* = (e, 6), entdo o tensor momento-energia sera
da forma (Foster, 2006),

T = (p + %) utu” — pnt, @)

c

que é um tensor do tipo (2, 0) simétrico com divergéncia
nula. A equagdo (/) € relativistica, se tomarmos o limite
de baixas velocidades e de pressdes muito menores que a
densidade obtemos as equacdes cldssicas,

0 -
SV (p0) =0,
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p((%w-V)v:—Vp, )

no entanto estamos considerando a métrica de Min-
kowski, generalizando isto para um espaco-tempo curvo
com métrica g,,,, usamos o principio do acoplamento mi-
nimo para trocar as derivadas parciais pelas derivadas co-
variantes e assim obtemos,

T = (p+ &) wru = pg, (10)

™., =0. (11)

Agora temos 0s objetos necessdrios para montar as
equagdes de campo de Einstein, que relacionard o tensor
momento-energia com o tensor de Einstein, isto é, uma
equagdo que nos da uma relagdo entre matéria, energia e
momento e a curvatura,

1
R,uzz - iRng = kTuuy (12)

onde k € uma constante que vale S’CTTG.

Considerando um regime de campo fraco descrito
pela equacdo (g = N + huw), onde |hy,, < 1| e usar
que hy,, e suas derivadas sdo muito pequenos e portanto
seus produtos podem ser desprezados € usaremos o 7,
para abaixar e levantar os indices. A inversa da métrica é
da forma,

g =" — nt¥ (13)

¢ facil ver isso usando a definicdo da inversa da métrica
(90,9 = 6%‘). Temos que o simbolo de Christoffel com
n*¥ ja contraido € da forma,

1
Fllja = §(hg,u + hllf,a - hllcfau )7 (14)

substituindo a equagdo acima no tensor de Ricci nos ob-
temos,

]' «
5 (g =

R = viap hﬁ,cw +h

(15)
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usamos a equacdo acima para obter o escalar de Ricci,

R=h, “—h"_, (16)

substituindo o escalar de Ricci e as equacdo (I5) em
1| obtém se a equagdo abaixo definindo Ay, = hy, —
2 lyuws

P+ b = 1S — 1 ) = 2K Ty (17)

Agora efetuamos uma transformacgio de calibre no
sistema de coordenadas, de tal maneira que ele continue
sendo do tipo cartesiano para que 1, < 1,

o = ot 4 £ (a0, (18)
logo a matriz jacobiana e sua inversa sdo da forma,

T =, (19)

Ty =0y —¢&" (20)

assim obtemos que h,,, se transforma da seguinte forma,

1,0

N2 7 v N v, Vo

Y= P = Y — PR e, (2D
usamos as equacdes acima para encontrar a divergéncia
de hy,, no novo sistema de coordenadas e obtemos,
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(22)

usamos a liberdade de calibre para escolher £ que satis-
faca a seguinte condigdo,

(23)

aplicamos o calibre escolhido na equagio e defi-

nindo 0 = [? = —n# 9,8, obtemos

Ohy = =K1}, (24)

por fim obtemos que ao linearizar as equagdes

de Einstein caimos numa equagdo de onda se,

e somente se o calibre escolhido for satisfeito.

Resultados e discussao

A primeira solucdo a ser analisada é a que descreve

uma onda gravitacional se propagando no vazio, isto é,
T}, = 0 (Barausse, 2023),

(25)

uma das solucdes para equacdo acima € de uma onda
plana representada por,

MW = R{A™ exp(ikqx®)}, (26)

onde R denota a parte real da expressdo, k* € o quadrive-
tor de onda e [A#”] é a matriz de amplitude. Da condi¢do



de calibre e da equagdo o quadrivetor de onda satis-
faz,
AWk, = 0. 27

Note que se h*¥ é simétrico temos 10 componentes,
vamos utilizar da condicdo de calibre para reduzir este
nimero para apenas 2 componentes independentes. Para
isso vamos considerar uma onda plana se propagando na

direcio 23, entdo o quadrivetor de onda é da forma,
k* = (k,0,0,k), (28)

da condic¢@o de calibre temos que £ também satisfaz uma

equacao de onda,
&, = Rle'kyexp(ikax®)] (29)

usamos das equagdes (21I) e (29), podemos encontrar a
matriz de amplitude no calibre definido,

ARV = AP — Y — kP 4 (k). (30)
a partir daf é possivel ver que A?0 = A1 = A0'¥
e AUV = A?? e voltarmos no calibre obtemos que

Al = —A?2 e A2 = A?! Assim temos um calibre
transversal sem traco, assim introduzimos duas matrizes
lineares de polarizag¢do, onde a matriz de amplitude serd
combinagdo linear delas,

00 0 O
v 01 0 O
0O 0 0 O
0 0 0O
w 0 010
T=10 1 0 of (32)
0O 0 0 O
AP = el + Beb”, (33)

uma andlise utilizando o quadrivetor de onda e as matri-
zes de polarizacdo pode ser feita para ver os efeitos da
onda gravitacional numa nuvem de particulas testes, to-
mando apenas uma particula como referéncia e seu mo-
vimento em relacdo as outras serd dada por,

CP=¢ - %O[COSk(I’B — 20 (e, —€2,0). (34)

Vamos agora analisar o caso em que existe uma fonte,
isto &, T, # 0. Vamos considerar que temos uma dis-
tribuicdo de matéria como fonte e suas particulas tem ve-
locidade muito menores que a da luz, e considerar pon-
tos muito distantes da fonte, podemos escrever a solu¢io
como (Barausse, 2023),

R (et 7) = 2O [ / T (et —r Z))dV' |, (35)

ctr
se estivermos olhando para pequenas regides muito afas-
tadas da fonte, esperamos que a radiacao da onda seja de-
terminada apenas por suas componentes espaciais (1),

usando o teorema de Gauss e que em baixas velocidades
a componente é T% ~ pc?, entdo a equacio (35) pode

ser escrita como,
[ / pz:i:pjdV} , (36)

T

2G d*

cAr dt?
onde a integral é avaliada no tempo retardado 7, =
(t — %). Vamos agora considerar um cendrio onde temos
duas particulas A e B de mesma massa separadas por
uma distancia 2d, efetuando um movimento em torno do
3, 0 movimento das particulas é dado pela seguinte
parametrizacao,

z' = 4(acos(wt), asin(wt),0),

R (ct, @) =

eixo x

(37)

como estamos lidando com duas particulas a integral da
equacdo (36) se torna um somatoria das duas particulas,
considerando uma frequéncia constante w, podemos es-
crever a referida equagdo na seguinte matriz,

cos(2wt,) sin(2wr.) 0
sin(2wr,) cos(2wT,) 1
0 1 0

por fim fica claro que obtemos uma onda gravitacional
com uma frequéncia igual a 2w.E para que seja possivel
detectar tais ondas devemos procurar por eventos catas-
tréficos como sistemas bindrios de estrelas de néutrons e
buracos negros.

B 8GMa?w?
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Conclusoes

Abordamos neste trabalho as equacdes de campo de
Einstein em um regime de campo fraco, onde € possivel
obter equagdes lineares do tipo onda. As equagdes de
onda nos fornecem uma previsdo das ondas gravitacio-
nais, onde sua solucio no vazio prevé uma velocidade de
propagacao igual a da luz e como uma nuvem de particu-
las se configura ao ser atingida pela onda. Enquanto ao
estudarmos a geragdo por duas particulas realizando um
movimento circular nos permite encontrar uma solucio
que prevé ondas com frequéncias da forma 2w.

Por fim o estudo tedrico das ondas gravitacionais se
constitui uma drea muito interessante e ampla que vai do
formalismo de um corpo efetivo para dindmica de siste-
mas bindrios até o estudo das técnicas de deteccao utili-
zada pelas grandes colaboracdes.
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