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Introdução 

Modelos  cosmológicos  inomogêneos  são  essenciais 
para compreender as variações locais da curvatura do 
espaço-tempo causadas por estruturas como galáxias e 
aglomerados de galáxias. Neste contexto, este trabalho 
se propõe a analisar  a  dinâmica da luz em espaços-
tempos  onde  a  expansão  é  homogênea  e  isotrópica 
(GOMES, 2024b), com a métrica

g=−e2ϕ(t , x)dt2+hijdx
idx j,              (1)

onde hij=a(t )2σ (x)ij e σ  é a métrica Riemanniana da 

variedade que define o espaço-tempo em questão, a(t ) 
é o fator de escala e ϕ é o potencial.
As equações do movimento de uma partícula de massa 
m0 movendo-se neste espaço-tempo é construída sob a 
perspectiva  de  certos  observadores  especiais, 
chamados  de  fiduciais,  definidos  como  um  campo 
vetorial  com  vorticidade  nula  e  intensidade  igual  a 
velocidade da luz. Tal perspectiva permite um melhor 
entendimento das trajetórias nestes espaços.
Este  projeto  focou  na  análise  da  luz,  ou  seja,  as 
equações do movimento serão equações geodésicas. A 
partir  de  algumas  manipulações  algébricas,  uma 
expressão que envolve  o  parâmetro  de  redshift  z,  o 
potencial ϕ, o fator de escala a(t ) e a energia do fóton 
ε será  deduzida,  cujo  interesse  físico  é  muito 
interessante, já que, nesta expressão, conceitos como 
redshift cosmológico e gravitacional estarão embutidos 
juntos.

Metodologia 

Para  descrever  o  movimento  de  uma  partícula  de 
massa  de  repouso  m0 no  espaço-tempo em questão, 
primeiro definimos a 4-velocidade da partícula como 
wμ.  A  equação  de  movimento  da  partícula  é  então 
dada por

m0∇ww
μ=f μ,                          (2)

onde  ∇ww é a aceleração covariante e  f  é a 4-força 
externa  aplicada  à  partícula.  Na  ausência  de  força 
externa  (f=0),  a  partícula  segue  uma  trajetória 

geodésica, satisfazendo ∇ww=0.
Do  ponto  de  vista  dos  observadores  fiduciais  u,  a 
velocidade  espacial  v da  partícula  é  definida  como 
g(v ,u)=0,  onde  w=γ (u+v) e  γ=(1−v ²)−1/2 é o 
fator  de Lorentz.  O 4-momento da partícula é então 
dado por

pμ=m0w
μ=m(u+v),                   (3)

onde m=m0 γ .
A partir da equação (2), temos

f i=m0∇ww
i=∇w( p

i)= d
ds

pi+Γμ ν
i dxμ

ds
pν,   (4)

onde s é o tempo próprio da partícula ao longo da 4-
velocidade  w,  do  qual  está  relacionado  com  tempo 
próprio τ  pela seguinte expressão d τ=γ ds.
Utilizando as correlações entre as variáveis temporais 
e a métrica g para calcular os símbolos de Christoffel, 
obtemos  a  expressão  final  da  força  no  sentido 
Newtoniano  atribuída  pelos  observadores  fiduciais, 
isto  é,  a  derivada  covariante  do  4-momento  da 
partícula  com  respeito  ao  tempo  próprio  dos 
observadores u.

F i= D
d τ

pi=−m∇
i

ϕ−2θ j
i p j+ f i

γ
,          (5)

onde  ∇ iϕ é  o  gradiente  usual  e  θ j
i  é  o  tensor  de 

expansão,  neste  caso,  isotrópico  (ELLIS; 
MAARTENS;  MACCALLUM,  2012).  Sendo  que  o 
traço em cima do caractere representa um objeto na 
geometria de hij.

Resultados e discussão

No contexto deste trabalho, a métrica que representa as 
seções espaciais será dada pela expressão

hij=a2(t )δ ij.                             (6)
Neste  caso,  as  equações  geodésicas  simplesmente 
serão

d
d τ

p⃗=−m D⃗ ϕ−2H p⃗ e 
d t
d τ

=e−ϕ(t , x (τ )),     (7)

onde t  é a coordenada temporal adaptada a u.



Com  essas  equações,  tomando  ∂
∂ τ

ϕ=0,  isto  é, 

pedindo  que  o  a  função  ϕ seja  independente  da 
coordenada  temporal,  e,  considerando  a  geometria 
espacial já apresentada, a seguinte expressão pode ser 
deduzida

E=a(t )eϕ(x (t ))ε (t )=constante,           (8)
onde E é a energia da partícula.
A partir  da relação (8),  analisando a  energia  de um 
sinal luminoso, é possível encontrar a seguinte relação

1+ z=
a(t0)
a(t e)

eϕ(x0)−ϕ(xe),                 (9)

onde  t0 e  x0 são  coordenadas  num  ponto  de 
observação e t e e xe num ponto de emissão.
Essa  última  expressão  apresentada  admite  tanto 
análises de redshift no contexto comológico, tomando 
ϕ=0,  quanto em regimes de campo fraco,  tomando 
a=1.  Na literatura  a  análise  de  redshift  nestes  dois 
contextos  são  apresentadas  separadamente,  enquanto 
que,  a  partir  da  relação  (9),  esta  pode  ser  feita  de 
maneira conjunta.

Conclusões

Este trabalho permitiu a formalização das equações de 
movimento de uma maneira diferente da usual, com o 
principal  foco  em  facilitar  as  interpretações  físicas. 
Dessa maneira, a análise da propagação da luz pôde 
ser  feita  de  tal  forma  que  unificou  o  conceito  de 
redshift em dois contextos diferentes, cosmológicos e 
clássicos,  que  são  tratados  de  maneira  disjunta  na 
literatura.  Esta  unificação  fornece  uma  nova 
perspectiva  e  ferramentas  para  estudos  futuros  em 
cosmologia e astronomia.
Além  dos  resultados  satisfatórios  apresentados,  os 
próximos  passos  da  pesquisa  serão:  (a)  analisar  o 
comportamento  do  redshift  com  o  potencial  ϕ 
dependente  do  tempo;  (b)  Entender  a  relação  deste 
redshift  com  a  distância  luminosa  em  tais  espaços-
tempos (BITTENCOURT; GOMES; SANTOS, 2021): 
(c)  Aplicar  nos  resultados  obtidos  em  contextos 
específicos  da  função  ϕ,  conforme  apresentadas  em 
(GOMES, 2024a) e (GOMES; OLIVEIRA; SANTOS, 
2024).  (d)  Encontrar  a  forma  generalizada  da 
conservação  da  energia  na  forma  generalizada  das 
equações  do  movimento,  incluindo  partículas 
massivas, sob a mesma perspectiva dos observadores 
fiduciais a fim de buscar relações do tipo descritas pela 
expressão (8).
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