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Introdugao

Neste trabalho, é tratado o conceito de bilhar
matematico eliptico no R? e propriedades invariantes
em suas Orbitas periddicas externas, (com maior
enfoque em 3-periddicas), seguindo principalmente as
referéncias [Tab05] e [GR21].

O bilhar matematico pode ser pensado como
uma idealiza¢do que pretende descrever o movimento
de uma massa pontual interna a uma regiao fechada ou
aberta, mas em geral com fronteiras, (como uma curva
simples em um plano), que se desloca em velocidade
constante (sobre geodésicas) e obedece a lei de
reflexdo em cada uma de suas colisdes com a fronteira
da regido, qual seja: o angulo de incidéncia ¢ igual ao
angulo de reflexao.

Metodologia

A pesquisa foi realizada sobre intuito de compreensao
do assunto e divulgacdo. A metodologia utilizada
consistiu na leitura de textos e artigos de pesquisa
sobre o assunto. O material estudado e os problemas
resolvidos foram discutidos em reunides semanais com
o orientador. Aliado ao estudo dos resultados analiticos
apresentados na literatura, utilizou-se o software
Mathematica para auxilios de manipulagdes algébricas
e visualizacdo de problemas, contribuindo para uma
maior compreensao e apreciagdo dos resultados gerais
demonstrados

Resultados e discussao

O bilhar matematico eliptico € um sistema
dinAmico discreto em que, dada uma elipse em R2
cada par ordenado ponto da elipse e direcao
(apontando para dentro da elipse entre 0° ¢ 180°) induz
uma sequéncia de pontos na elipse O, chamada de
orbita, governada com uma fun¢éo reflexdo. A fungdo
reflexdo adotada neste trabalho ¢ a chamada Lei de
Reflexdo da Luz, que envia pontos em direcdes por
linhas retas e exige que o angulo formado entre os

segmentos p,,p,¢ pp,, coma reta tangente a

elipse no ponto P, sdo iguais. Entretanto, sem perda de

generalidade por se estar na elipse, ¢ mais simples
calcular o angulo dos segmentos através do gradiente
da funcdo que define a curva, no ponto P s pois se

estes forem iguais a condicdo da Lei de Reflexdo da
Luz também ¢ satisfeita, como ilustrado na Figura 1.

’

Figura 1 — Geometria da aplicag@o do bilhar.

Diante da construgdo do bilhar eliptico, uma
categoria de orbitas (mais restrita) se destaca.
Nomeadas de orbitas externas, t€m a propriedade de
que nenhum segmento PP, .. da orbita intersecta o

segmento focal da elipse. Ademais, basta que um
destes segmentos o faca para garantir que todos os
outros (da mesma O&rbita) o fardo. Essa caracteristica
implica numa propriedade das orbitas externas, de que
todos os segmentos sdo tangentes a uma elipse
aninhada a original, confocal e de eixos paralelos
denominada caustica. Por fim, existe uma ultima
restrigdo as Orbitas estudadas. Uma orbita é dita
periddica de periodo n e numero de voltas T,
(frequentemente referido como n-periddica, On)

quando sua n-ésima iteragdo p, retorna a seu ponto
inicial.

Existe também, um teorema, em um contexto
mais geral, que auxilia frequentemente no estudo de



VIl Simpdsio de Iniciacdao Cientifica

2024

Ciéncia, Tecnologia e lnovacdo para um Brasil Justo, Sustentavel e Desenvolvido

tais orbitas, [Tab05]. O resultado ¢ ilustrado na Figura
2.

Teorema 1 (Porisma de Poncelet):

Tome duas elipses aninhadas y e T, sendo
ycl. Tome também um ponto x €I’ como sendo o
vértice de um n-dgono inscrito em I e circunscrito
sobre y. Se tal cendrio ocorrer, entdo todo pontoy €T
é vertice de um n-dagono inscrito em I e circunscrito
sobrey.

] 0 1 2 2 ] 0 1 2

Figura 2 — Exemplos de bilhares externos na Elipse.
A respeito das familias de orbitas elipticas externas e
periodicas t€m-se os seguintes invariantes, embasados
em [GR21].

Perimetro de érbitas n-periodicas

Sejam 0n(p0)cs uma Orbita de bilhar n

n+1I
o comprimento do segmento de reta que une p,ap, .

-periddica com ntimero de voltas t na elipse, [p p
n

P_o perimetro da caustica e ¢ o comprimento de uma
corda esticada fixada a p o © contornando £ . Entdo a

seguinte quantidade ¢ constante e invariante por p EE

n
E |pipisa] =ne— (n—7)P.
1=0
Ponto Mittenpunkt Estacionario

Sobre uma familia 3-periddica externa, em uma elipse
€, o Mittenpunkt X 0 de todos os tridangulos da familia ¢

estacionario e situado ao centro da elipse [Kim19].
Locus dos incentros e excentros em 3-periédicas

Na familia de orbitas 3-periddicas externas em uma

elipse €, a curva formada pelo conjunto de incentros,
€, ¢eacurva formada pelo conjuntos dos excentros, €,
dos tridngulos sdo ambas elipses concéntricas e com
eixos paralelos a elipse original. Ademais, seus
respectivos semieixos sao
6 — b a?—0
ay = ) bl — )
a b
§ + b a’+ 9
Qe = ) be = )

a b

4 2.2 4
onde6=\/a —ab +b.
Razio de raios incirculo e circuncirculo

Fixado um bilhar eliptico, a razéo do raio do incirculo
(r) pelo raio do circuncirculo (R) ¢ invariante sobre
qualquer triangulo da familia 3-periddica [GRK21].
Seu valor é:

r 2(0 —b*)(a® —9)

R A

Triangulos 3-periodicos e seus triAngulos excentrais

Sobre uma familia 3-periddica externa, em uma elipse
g, a soma dos cossenos dos angulos entre lados
adjacentes, vértice a vértice, € invariante e dada por

[Smill]
i r
; cost; =1+ o

Ainda sobre essa familia, considere o triangulo

Aeleze3 formado pelos excentros. O produto dos

cossenos dos angulos entre seus lados adjacentes,
vértice a vértice, também ¢ invariante e dado por

: r
Hcos@fi =15

=1
Sendo A a area de um triangulo da familia 3-periddica
e A' a area de seu tridngulo excentral associado, entao
a razao de areas também ¢ invariante e dada por

A_T
A 2R’
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Distancias focais

Sendo dli a distancia do vértice P, de uma orbita
3-periodica ao foco F ,ha elipse e d2i seu analogo a F 2

0 somatoério dos inversos dessas distancias é invariante
e dada por

1 1 a*+0*+)
Zd—lizzd%: ab?

Curvaturas nos vértices

Sobre uma familia 3-periddica externa, em uma elipse
g, sendo K, a curvatura no i-ésimo vértice, entdo a

seguinte soma das curvaturas elevadas a poténcia %
para cada vértice é invariante pela escolha de P,

[Weil9].

3
2 a®+b+0
E K} = -
i (ab)3
Por fim, um teorema T1til para plotagem de orbitas
externas, e parametrizacao de suas céusticas [Sta22].

Teorema 2 (Parametrizacio de orbitas periodicas)

Considere uma elipse €, de eixos a, b ER , e considere
outra elipse € L confocal, com eixos a, b L € R e

2 2 ..
d =+/a” — b." com excentricidade e = —.
1 1 1 1 a

Tem-se que o bilhar inscrito em € com caustica g, pode

ser canonicamente parametrizado por
(—a-sn(u,e1),b-cn(u,eq))

sob a condigao de que b1 = b - cn(Ay, el).
Isso significa que os vértices P, de um bilhar externo

na elipse tem parametros candnicos:
u = (uO + k 2Au) para todo k € Z e um parametro
inicial U

Desta forma, para se obter um bilhar n-peridédico em €

com numero de voltas T, onde mdc(n,t) = 1, tendo
como caustica € » basta fazer a escolha:

Au = 2‘[1(%, el)/n,

desde que
b1 = b - cn(Auy, el),

a, = a- cn(Au, el)/dn(Au, el).

Conclusoes

O bilhar matematico apresenta uma defini¢do
relativamente simples, com propriedades basicas
naturais e com vasta simetria. Apesar disso, se mostra
como uma ferramenta matemadtica que surge nos mais
variados contextos com questdes de formulagdo
simples e de grande complexidade na tentativa de
respondé-las. E também uma fonte rica de proposta de
novas teorias em Sistemas Dindmicos, dados os
problemas em aberto que surgem nesta area de
pesquisa.
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