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Introducao

Geodésicas sdo conceitos fundamentais na matema-
tica e na fisica, representando o caminho mais curto entre
dois pontos em superficies ou espacos curvos. Elas ge-
neralizam a nog¢do de linha reta da geometria euclidiana
para contextos nao-euclidianas. Na geometria diferen-
cial, que estuda superficies e curvas, as geodésicas sio
essenciais para descrever como as superficies se curvam
e se comportam. Por exemplo, em uma esfera, como
a Terra, as geodésicas sdo os grandes circulos, como o
equador e os meridianos. Na relatividade geral de Eins-
tein, as geodésicas descrevem o movimento de objetos
em um espago-tempo curvo, onde a gravidade € vista
como curvatura do espago-tempo. Assim, planetas e es-
trelas seguem trajetdrias geodésicas em seus movimentos
sob a influéncia gravitacional de outros corpos celestes.

A solucdo de Schwarzschild oferece uma descri¢do
do campo gravitacional de uma massa esférica e ndo gi-
rante, como uma estrela ou buraco negro, em uma regio
vazia do espaco. Essa solucdo é expressa por uma mé-
trica que ilustra como o espaco-tempo se curva ao redor
de um objeto massivo.Com a métrica pode-se calcular as
geodésicas associadas, que mostram as 6rbitas de plane-
tas.

Este trabalho investigard as geodésicas em uma teo-
ria gravitacional em 2+1 dimensdes, buscando novos in-
sights sobre a estrutura do espago-tempo e a dindmica de
COrpos massivos em contextos menos convencionais.

Metodologia

O simbolo de Christoffel é uma parte importante da
matemadtica utilizada em geometria diferencial e na teo-
ria da relatividade geral. Ele estd associado ao conceito
de conexdes e € essencial para descrever como objetos
tensoriais em um espago curvo mudam quando transpor-
tados ao longo de curvas sobre o espago-tempo. Em par-
ticular, esse objeto matematico é usado para expressar
como vetores se transportam de um ponto a outro em um
espaco curvo. Eles sdo coeficientes que permitem definir
o conceito de derivada covariante de um tensor em um
espaco curvo. A sua definicdo em termos da métrica gy
(ou seja, as componentes da matriz da métrica do espaco)

e suas derivadas parciais:
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Iy = ~9" (9916 + Okgji — Dugjn), (D
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onde g% sdo as componentes matriz inversa da métrica.

O tensor de Ricci € um conceito fundamental na te-
oria da relatividade geral e na geometria diferencial. Em
termos simples, ele € uma forma de medir a curvatura
de uma variedade diferencidvel, como o espaco-tempo, e
estd intimamente relacionado a maneira como a presenga
de massa e energia afeta a geometria do espago-tempo.
Matematicamente, se R?;; € o tensor de Ricci e R jkl € 0
tensor de Riemann, entdo R;; € obtido ao contrair um dos
dois primeiros indices com um dos dois dltimos indices
do tensor de Riemann, por exemplo:

Ri; = R"y;, (2)

onde Rkikj ¢ uma das componentes do tensor de Rie-
mann.

Expressando o tensor de Riemman em termos das co-
nexdes de Christoffel e suas derivadas, temos

Rijkl = 81F§k — 8kF§l + Finlrﬁ — Ffﬂkrﬁ- (3)

Da equacio (2) podemos escrever o tensor de Ricci utili-
zando também as conexdes:

Rij = RFy; = 0,Th, — OnT);

+ T — TR @)
Em resumo, o tensor de Ricci € uma ferramenta crucial
para descrever como o espago-tempo é curvado pela pre-
senca de massa e energia e desempenha um papel central
nas equacdes da relatividade geral de Einstein.

A métrica de Schwarzschild € representada por um
campo estdtico e esfericamente simétrico, em que o
espaco-tempo € vazio e assintoticamente plano.

Assumindo as coordenadas t (coordenada tipo-
tempo), r (coordenada radial), 6 (dngulo polar) e ¢ (an-
gulo azimutal), podemos construir uma métrica associ-
ada ao espaco-tempo de Schwarzschild como sendo

Adr? = A(r)dt*— B(r)dr? —r?d6* —r’sen?0d¢?, (5)

sendo as fungdes A(r) e B(r) a serem determinadas.
Para encontrd-las, vamos usar a proposicdo de que o



espaco-tempo é vazio e assintoticamente plano, ou seja,
as equacgoes satisfazem o Tensor de Riccinulo R, = 0e
ainda teremos as condicdes iniciais para as funcdes pois
quando r tende ao infinito encontramos que A(r) — ¢
e B(r) — 1. Extraindo o tensor métrico do elemento de
linha infinitesimal, obtemos

A(r) 0 0 0
0 —-B(r 0 0
I =1 ¢ 0( ) —p? 0 » ©
0 0 0 —r?sen?f
sendo a inversa dada por
1/A(r) 0 0 0
o 0 —1/B(r) 0 0
=1 o 0 —1/r? 0
0 0 0 —1/r?sen?
(7)

Da equacido (1), podemos calcular as conexdes associa-
das a esse tensor métrico. Por simplicidade, descartare-
mos os termos nulos e manteremos apenas os resultados
nao nulos:
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Ty =I5 = - (15)
I3, =T, = cot 6. (16)

Com as conexdes ndo nulas, podemos encontrar as equa-
¢Oes que satisfazem o tensor de Ricci, tal que R, = 0.
Note que esse resultado sé é ndo-trivial quando p = v;
para . # v o tensor de Ricci € identicamente nulo. Sa-
bendo disso, calculamos a componente do tensor de Ricci
para u = 0 e v = 0, obtendo:
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Como os tensores sdo nulos podemos adicionar % ve-

zes a equacgdo (17) a (18) e apds manipular vamos encon-
trar a relacdo:

A'(r)B(r) + B'(r)A(r) = 0, 1)

o que implica que A(r)B(r) = constante. Nesse caso,
pelas condicdes iniciais, identificamos que
2

— 2 —
A(r)B(r)=¢*, — B(r)= A0 (22)
Desenvolvendo a equacdo (23), encontramos
d(rA(r))

A(r)+rA'(r) =c,— =2, > rA(r) = A(r+k),

(23)
sendo o termo k£ uma constante de integracdo. Portanto,

A(r) = <1+ fj) , — B(r)= (1 + fj)l
(24)

dr

Retomando para a métrica temos enfim:
27 2 2 k 2 2 AN 22792
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— r2sen®0dp?
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E interessante ressaltar que se 7 — 00, 0 termo % fica
muito pequeno. Entdo € notério que as influéncias nessa
métrica sdo totalmente radiais, ou seja, ao longo da co-
ordenada r. Sendo assim o potencial é do tipo new-
toniano, o que significa que V' = —MTG sendo M a
massa do corpo que estd gerando o potencial gravitacio-
nal V' e GG a constante de Newton. Visto que estamos tra-
balhando com campos gravitacionais podemos simples-
mente identificar da métrica g,,, = 7y + hyw, €m que

hoo = % = 20—‘2/ ¢é evidente que a constante k é simples-
mente k = —2%G. Assim, a solucdo de Schwarzschild

para o espago-tempo na presenca de um corpo massivo
de massa M ¢é dada por

-1
Adr? = ¢ (1 — 2MG> dt? — ¢ (1 — 2MG> dr?

c3r c2r

— r2d0* — r?sen0d¢?,

(26)
O que nos leva a
1 24¢ 0 . 0 0
-1
Gup = 0 —(1-=57) 0 0
¢ 0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sen?d
(27)



€ inversa
gab — 0 —(1 — 2iV21TG) 0 0 (28)
0 0 = 0
0 0 0 2oz
Resultados e discussao _
Vamos introduzir a métrica BTZ (BANA-

DOS,TEITELBOIM, AND ZANELLI, 1993), na no-
tacdo proposta por S.Carlip (CARLIP, S. The (2 + 1)-
dimensional black hole. Classical and Quantum Gravity,
v. 12, n. 12, p. 2853-2879, 1995. DOIL: 10.1088/0264-
9381/12/12/005.), para um buraco-negro no espaco-
tempo 2+1, como sendo

ds® = —(N1)2d2 + £ 2dr? +r2(d + N?dt)?, (29)

1
sendo N = f = (=M + 7 + §2)2, N = —5; em

que (| J |< Ml). Com a equagdo (33) podemos montar
o tensor métrico

N2 4e2Ne® 0 2Ne
Juv = 0 f_2 0 s (30)
r2N¢ 0 —r2
enquanto sua inversa toma a seguinte forma,
- 0 i
NLZ 2 Ne? r2ZN¢
g = 0 20 (31)
1 0 ——
r2N¢ r2

Com o tensor métrico bem definido, podemos calcular as
conexdes associadas a métrica desse espago-tempo, uti-
lizando a defini¢do feita anteriormente na equacdo (1).
Visto que os resultados que importam sdo as conexdes
ndo nulas, sendo assim vamos encontrar os seguintes va-
lores para as conexdes:
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Com as conexdes estabelecidas encontraremos as geodé-

sicas associadas ao espacgo-tempo, fazendo os cdlculos
através da seguinte defini¢do:

AP " dz® dxP

ds? thas ds ds 0- (33)

Sendo 2° = t a coordenada temporal e 2! = r e 22 = ¢
as coordenadas espaciais, montamos explicitamente as
equagdes (37), obtendo as seguintes equagdes de movi-
mento:
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t—2r <M12—r2 - Jr¢> 0, (34)

s oo 2r 2T 2
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¢+ 2r <Jz2 + ﬂw) =0. (36)

Alternativamente, utilizando a defini¢do da Lagrangiana

como sendo .
L= 5\/ gﬂyi'ﬂjl’7

encontramos esta funcdo para o caso de interesse como
sendo

(37)

2
L= (M — ;2) 24 (f2)r2 4+ 1202 — Jig.  (38)

Utilizando Euler-Lagrange, temos

O _,p. (39)
0¢

© oL
9 ; (40)

Voltando na Lagrangiana e sabendo que esta assume um
valor constante ¢ quando as geodésicas estdo parame-
trizadas por um parametro afim, podemos simplesmente
escrevé-la na forma

L—-—0=0,
(41)

. . 1
0:Ut+E¢+Pf2

Isolando a coordenada radial 7, e tomando z = 72 e
7 = 0, temos enfim a equacao:

1 E2J2 1
= - + —(UEJ — E*)+
€T 4 X
2o, (42)
J— — — 2 pr—
( M+4x+l2>(U +0)=0

Tratando-se de uma equagao polinomial de terceiro grau,
em que as formas de solugdo de equacdes polinomiais
de terceiro grau é feita e desenvolvida na Teoria de Ga-
lois (COX, David A. Galois Theory. 2. ed. Hoboken:
John Wiley & Sons, 2012.), sabendo que a férmula geral
é ax> + bx® + cx + d = 0 e que:

i —144V/3

w=e3s 5 (43)



As raizes de (51) podem ser vistas como:

1 4p3
3= _ i
21 = 5 ( q+ + 27)
(44)
—_ 3 1 + + 473
22 = 5 q > o7
que satisfazem a seguinte condicao:
w21w222 = 2129 = —g. 45)
A solugdo é:
b
Ty = _§ + 21+ 29
To = —g +wzp + w222 (46)
Tr3 = —— 4+ w2z +w222

3
Retornando ao problema inicial, dessa forma reduzimos
o problema a uma equagdo polinomial de terceiro grau,
vamos obter o seguinte resultado a partir da eq.(46):
1

T = gM(U2 o)+ 28
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Conclusoes
Foi feito um resgate tedrico dentro da solugcdo de
Schwarzschild, com essa proposta fora desenvolvido e
entendido como algumas ferramentas matematicas se
comportam dentro da teoria da Relatividade Geral e suas
implicacdes e interpretacdes fisicas. Encontramos as ge-
odésicas e as solucdes das equagcdes de movimento den-
tro de um espago-tempo 2+1 na presenca de um buraco
negro do tipo BTZ (BANADOS, TEITELBOIM, AND
ZANELLI, 1993). A partir dessas equacdes que sdo po-
linomiais e de terceiro grau, se fez necessario um en-
tendimento e revisdo a cerca de conceitos propostos por
Cardano e Galois, para encontrar os polindmios de ter-
ceiro grau. Encontramos as raizes, mas ndo foi possivel
fazer uma andlise quanto aos pardmetros e valores as-
sociados, de onde futuramente encontraremos resultados
interessantes relacionados as equacdes de movimento.
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