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Introducao

No contexto da evolucio estelar, os objetos compac-
tos surgem como remanescentes do colapso gravitacio-
nal de estrelas massivas, originando trés classes princi-
pais: ands brancas, estrelas de néutrons e buracos ne-
gros. Essas estruturas extremas se caracterizam néo ape-
nas por suas altas densidades, mas também por apresen-
tarem intensos campos magnéticos, os quais, em muitas
situacdes, podem ser bem descritos por uma configura-
¢do do tipo dipolo (Shapiro e Teukolsky|1983). Devido a
presenca simultdnea de campos gravitacionais intensos e
campos eletromagnéticos fortes, a descri¢do tedrica des-
ses sistemas exige o uso das equacdes de Finstein da Re-
latividade Geral acopladas as equacdes de movimento do
campo eletromagnético numa dindmica nao-linear.

Solugdes para o sistema Einstein-Maxwell que des-
crevem campos magnéticos do tipo dipolar ja sdo conhe-
cidas na literatura, como a solu¢do de Gutsunaev-Manko
(Gutsunaev e Manko [1988). No entanto, tal solucdo as-
sume linearidade nas equagdes do eletromagnetismo e,
mesmo assim, os efeitos retroativos do campo sobre a
métrica s6 se tornam relevantes para intensidades da or-
dem de 10'°G (Formighieri 2015). Assim consideremos
objetos com campos magnéticos tal que desacoplemos
as equacgdes de campo de Einstein com as equacdes de
movimento da eletrodindmica ndo-linear, considerando
apenas o acoplamento minimo entre gravitacdo e campo
magnético.

Metodologia

Antes de apresentar o procedimento utilizado, esta-
belecemos as defini¢des e convengdes adotadas ao longo
deste trabalho. Consideramos um espago-tempo com as-
sinatura (4, —, —, —) e unidades naturais ¢ = G = 1,
onde GG € a constante gravitacional e ¢ a velocidade da
luz no vacuo. O tensor de Ricci R, e o escalar de Ricci
R s@o calculadas via métrica g,,, usando a conexdo de
Levi-Cevita, onde os indices gregos sdo de espago-tempo
(u,v... = 0,1,2,3), o determinante da métrica serd de-
notado por \/—g. Por fim o objeto usado para descrever

o campo eletromagnético € o tensor de Faraday, que pode
ser escrito em termos de um potencial vetor,

F,uzz = aqux - &/Aua (1)

a partir deste objeto podemos construir o invariante que
denotaremos por F' = F'*F),,, (Bazin, Schiffer e Adler
19635)). Também podemos definir o dual do tensor de Fa-
raday dado por,
—evap F, 3
2y=g
onde €8 ¢ o simbolo de permutacio no espago -
tempo, onde assume +1 para permutagdes pares de
(0123), —1 para permutagdes impares e 0 quando hou-
ver repeti¢do de indice.

Para o estudo do campo magnético no entorno de ob-
jetos compactos usaremos as equacdes da eletrodindmica
ndo-linear desacoplada com as equacdes de campo de
Einstein, i.e o tensor momento energia do campo mag-
nético é tal que ndo afeta o espago - tempo, assim temos
o seguinte conjunto de equacdes para resolver,

FRR — )

1
R/w - iRg,uz/ =0, (3)
Oy (V=gLpF"™) =0, 4
O (V=g"F") =0, (5)

onde Ly = IrL (Novello e Goulart [2010). Dado que
nosso objetivo € descrever o campo magnético externo
as estrelas — ou seja, em uma regido de vicuo — e que
os efeitos gravitacionais do campo eletromagnético po-
dem ser desprezados a menos de campos extremos, ado-
tamos como aproximacio de fundo o espago-tempo de
Schwarzschild, cujo elemento de linha é (Bazin, Schiffer
e Adler|1965),

2
d32:<1—2m>dt2—dr
r (1-22)

r

—r?dQ?,  (6)



onde d0? = d#? + sin? fd¢?. Assim, as equagdes do
campo eletromagnético desacopladas da gravidade pas-
sam a ser analisadas sobre esse fundo fixo. Em particular,
a equacdo ([/) assume, nesse caso, a forma,
Oy (r*sin@LpF*) = 0. (7)
Buscaremos solu¢des do tipo dipolo magnético em
uma teoria de eletrodindmica ndo linear (NLED) a qual
incorpora corre¢des quadraticas na Lagrangeana da ele-
trodindmica de Maxwell,

—-F
L=— +aF?

1 8)

onde « € uma constante relacionada aos efeitos da NLED
(Novello e Goulart2010).

Para modelar um campo magnético do tipo dipolar,
assumimos as mesmas hipéteses de simetria utilizadas na
magnetostatica cldssica e linear. Especificamente, consi-
deramos simetria axial, de modo que o potencial vetor
dependa apenas das coordenadas r e 6, e tenha apenas
uma componente nio nula, A,. Assim, o potencial vetor
pode ser escrito como (Jackson 1998)),

A, =1(0,0,0,44) = (0,0,0, A(r,0)). 9

Com essa escolha, o tensor de Faraday terd apenas as
seguintes componentes nao nulas,

Fi3 = 0,4y, (10)

Fa3 = 0pAy, (11)

o invariante F' com as hipdteses enunciadas até agora serd
da forma,

reaf(e-2)

Substituindo o (12) e (8) na equacdo (7) obteremos
uma equagdo diferencial parcial ndo-linear com termos
cabicos em (10) e (TT)), assim resolver de forma analitica
¢ invidvel. No entanto, podemos aplicar o método das
aproximacdes sucessivas para resolvé-la. Para isso, uti-
lizamos os pardmetros livres da nossa equacdo: a massa
do objeto (m) e o pardmetro da eletrodindmica nao linear
(o). Assim, escrevemos o potencial vetor Ay como,

(Fa3)?
rdsin?6 |’

(Fi3)?
r2sin? 6

(12)

Ay = AO 4+ mAD + A 4 o(m,a). (13)

Consequentemente, desprezamos todos os termos de
ordem quadratica nos parAmetros e reescrevemos o ope-
rador diferencial em termos desses parametros, ou seja,
como uma parte linear mais corregdes,

0 =09+ moW +a0® +o(m,a), (14

00 A0 1, {(9(0) A0 L oM A<O>} i
15
o {@m) A® L 0@ A<0>} —0. >

Para que essa igualdade seja satisfeita para todo m e
a, cada termo deve anular-se separadamente. Assim, ob-
temos um sistema hierdrquico de equagdes diferenciais,

00 40) =
00 AN L O A0) =
0042 L ©2) 40) — .

Esse sistema permite resolver a equacio completa de
forma iterativa: primeiro resolve-se a equacdo homogé-
nea para A(O); em seguida, com A©) conhecido, resolve-
se a equacdo para A1), e assim por diante (Landau e
Lifshitz [1976). reescrevendo a EDP com essas aproxi-
macdes e montando o sistema de equacdes diferenciais
obtemos para ordem linear,

2 A(0) A0)
ar + 69 <89 ) = O

sin r2 sin 6

(16)

Para resolvé-la, utilizamos o método de separacdo de
varidveis, assumindo uma solu¢@o da forma,

A© = R(r)e(0), (17)

substituindo essa forma na equagéo e separando
as varidveis, obtemos o seguinte sistema de equacdes di-
ferenciais ordindrias acopladas por uma constante de se-
paragdo [(I + 1) (Arfken e Weber |2005),

R'(r) — l(l; 1)R(r) =0, (18)
0" (0) — cot 60" (0) + 1(1 +1)O(F) = 0. (19)

A equacdo corresponde a EDO de Euler-Cauchy,
onde a solucdo geral é da forma (Arfken e Weber [2005),

R(r) = Cirtt 4 Cor L. (20)

A partir da equagdo (19), realizamos a mudanga de
varidvel x = cos#, de modo que a equacdo assume a
forma,

e 1(I+1)

da? 1 — a2
comparando-a com a equagao diferencial associada aos
polindmios de Legendre, podemos expressar a solucio
em termos desses polindmios de modo que a equacdo
seja identicamente satisfeita,

©=0, 1)

dP)(x)

dr '
onde P;(x) denota o polindmio de Legendre de ordem !
(Kerner et al. [2024).

O(x) = i(z) = (1 —2?)

(22)



Assim, a solucdo geral da equacgdo diferencial parcial
(EDP) para A©) pode ser escrita na forma de uma expan-
sdo multipolar,

A0 = i (C;’I"H_l + Clr_l) D) (x). (23)

=0

Aplicando a condicdo de que o campo deve desapa-
recer no infinito, impomos C; = 0. Além disso quere-
mos descrever o campo de um dipolo-magnético para isto
truncamos a série em [ = 1, e a solugdo acima se reduz
em,

C(2? - 1)

A0 = — (24)

r

Tendo a solugdo de ordem linear é possivel determi-
nar as ordens seguintes assumindo que as solucdes sejam
da forma,

A0 — Gr(f)’ (25)
Amzﬂﬁ, (26)

substituindo nas equacdes a parte radial é satisfeita de
imediato e temos as equacdes para parte angular, que
com a mesma substitui¢do de varidvel (x = cos ), ob-
temos as seguintes EDQO’s,

d’G 6
C= 27
7 T2 G+6C=0, (27)
d*H
dH 56 gy 128(C)? 4 64(C)3z* = 0, (28)

de? 1 — 22

note que ambas equacdes tem a parte homogénea corres-

pondente a equacdo (21, porém para temos [ = 2

que corresponde uma contribuicdo de quadrupolo e para

temos | = 7 que corresponde a uma contribui¢do do

tipo 7—polo (Kerner et al. 2024), onde suas respectivas

solugcdes com a parte ndo-homogénea sdo,

A0 C3z(2*-1) 3C(1-2?)

r2 2r2 7

(29)

7(5 — 14022 + 6302 — 92425 + 42928
At = 1 16r7 Ly

16C3(—43 + 1622 + 272%)
297r7

(30)

Resultados e discussao
Calculado todas as ordens do potencial vetor se ob-
tém usando as equagdes (I0) e (II)) as componentes ndo
nulas do tensor de Faraday de um campo magnético do
tipo dipolo perturbado numa eletrodindmica nao-linear
acoplada com a métrica de Schwarzschild sdo da forma,

Fig = — © Si?Q b 2—? [3 cos fsin? 6§ — 3Csin76 sin” 9} -
T r 2
Ta [ 7(5—140cos? § + 630 cos* 6
Rl 16 ] *
Ta [ 7(—924cos® 0 + 429 cos® 0)
Rl 16 ] *
7o [16C3(—43 + 16 cos? 0 + 27 cos* 0)
8| 297 } ’
(31
Fos = M % [6 cos® fsinf — 3sin® 0]
T T
+ % [—3C cosfsin 6] + % [— 7(280 6(1)20 — 0)]
« [ 7(—2520 cos®  sin 9} N
r? 16
a [ 7(5544 cos® §sin § — 3432 cos” fsin 0)
7 [_ 16 } *
a [16C3(—32 cos fsinf — 108 cos® § sin 0)
r7 [ 297 ] ’

(32)

com o tensor de Faraday podemos obter o campo magné-
tico correspondente, uma vez que numa abordagem co-
variante o campo magnético medido por um observador
€ a projecdo do dual do tensor de Faraday sob um dado
campo de observadores no espago-tempo, escolhendo os
observadores tal que u“u, = 1 e o campo de velocida-
des da forma u, = (ug,0,0,0), considerando o espago-
tempo de Schwarzschild o campo serd (Novello e Goulart
2010),

1 2
up = = J1- (33)
/900 r
a expressao para o campo magnético serd da forma,
Bt = *FMPyg, (34)

calculando o dual do tensor de Faraday, utilizando o ob-
servador considerado acima e usando a métrica para des-
cer o indice e obter o vetor campo magnético, assim ob-
temos as seguintes componentes nao nulas (Kerner et al.

2024),
- F 2m
F 2
m=.“<r—m» (36)
sin 0 r

com o vetor campo magnético calculado podemos grafi-
car as linhas de campo,



Interseccao de planos centrais nas linhas de campo de B
para a=0.05, m=0.05eC=3
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Figura 1: Gréfico das linhas de campo magnético cortado
por planos centrais.
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Figura 2: Grafico das linhas de campo magnético.

Conclusoes

Neste trabalho, foi investigado o comportamento de
campos magnéticos dipolares nas proximidades de obje-
tos compactos, utilizando uma eletrodindmica nao-linear
em um espago-tempo de Schwarzschild.

Adotando uma lagrangeana com correcdes quadrati-
cas para a eletrodindmica de Maxwell e aplicando o mé-
todo de aproximacdes sucessivas, foi possivel solucionar
as complexas equagdes de campo de forma iterativa. Fo-
ram obtidas solugdes para o potencial vetor em diferentes

ordens de aproximacao.

Os resultados culminaram na derivagdo das compo-
nentes do tensor de Faraday e do vetor campo magnético,
que incorporam as perturbacdes gravitacionais e ndo-
lineares. A andlise dessas solug¢des revelou contribui¢des
de multipolos superiores, como quadrupolo e 7-polo, que
deformam a configuracdo dipolar padrdo. A represen-
tacdo grafica das linhas de campo magnético ilustra vi-
sualmente como a interacdo entre a gravidade do objeto
compacto e os efeitos da eletrodindmica ndo-linear mo-
dificam o campo, oferecendo uma descri¢do mais precisa
dos campos magnéticos em ambientes astrofisicos extre-
mos, como os encontrados ao redor de estrelas de néu-
trons e buracos negros.
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