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Introducio

Este trabalho investiga a gravitacdo em distribuigdes
continuas de massa, com énfase na analise de orbitas de
buracos negros primordiais (PBHs) dentro de estrelas.

Pode-se pensar que estrelas que estejam em um estado
ligado com um PBH tenham uma vida curta e cadtica
devido a acrecdo e instabilidade resultantes em seu
interior, mas estudos mostram que as consequéncias
dependem fundamentalmente da massa do PBH e do
tipo de estrela.

No caso de estrelas comuns, como o Sol, assume-se que
um PBH estaria presente desde a formagao estelar, visto
que a captura dinamica é um evento de baixa
probabilidade!. Um estudo de evolugdo mostra que
PBHs de massa pequena ndo influenciam a vida da
estrela, enquanto os mais massivos ndo encurtam
significativamente a vida util, mas induzem fases
evolutivas exdticas e possivelmente observaveis'.

Ja para estrelas de néutrons, sua altissima densidade
torna a captura algo muito mais provavel*?. Uma vez
capturado, o PBH passaria por uma longa fase de
travessias  altamente  excéntricas  pelo  ntcleo,
gradualmente perdendo energia através das forgas
dissipativas, que se mostram ineficazes em circularizar
sua trajetoria, que permanece altamente excéntrica.
Eventualmente, o PBH se torna confinado a uma orbita
eliptica muito pequena, contida nas regides mais densas
do nucleo®. E a partir desta fase final de 6rbitas, ainda
excéntricas, que o processo de acrecdo se acelera
dramaticamente até consumir a estrela em uma escala de
tempo menor que sua vida, gerando um sinal de ondas
gravitacionais continuo e com modulagéo caracteristica,
que podem potencialmente ser detectadas apesar das
grandes distancias envolvidas®”.

O objetivo deste trabalho é a derivagdo das equacdes de
movimento de uma particula teste sob a Optica da
Relatividade Geral e, utilizando simula¢des numeéricas,
comparar as Orbitas resultantes com as de um tratamento

Newtoniano®, a fim de analisar os efeitos relativisticos.
O interesse jaz na hipétese de que PBHs compdem a
matéria escura ¢ cuja interagdo com estrelas comuns
proximas, como o Sol, ou com objetos compactos como
estrelas de néutrons podem gerar assinaturas em ondas
gravitacionais detectaveis observacionalmente”.

Para isso, foi realizada uma revisdo aprofundada da
mecanica orbital Newtoniana®, seguida do estudo da
teoria da Relatividade Geral, sua aproximacao de campo
fraco e suas solugdes™, com foco na solugdo de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff'*!!, que pode ser usada
para modelar o interior estelar. Usando a métrica dessa
solugdo, foram derivadas as equagdes de movimento
para uma particula teste na métrica associada a solugdo
TOV, que entdo serdo implementadas em simulagdes
numéricas'? para mapear suas trajetorias e evidenciar os
efeitos relativisticos nas orbitas de PBHs.

Metodologia

Inicialmente foi realizada uma revisdo bibliografica
aprofundada da mecéanica orbital Newtoniana conforme
descrita no capitulo 13 da obra de Alonso e Finn®. Esse
embasamento ¢ crucial para estabelecer o modelo
classico que serve como base de comparagdo para 0s
resultados relativisticos.

A segunda etapa consistiu no estudo da teoria da
Relatividade Geral partindo de seus fundamentos
matematicos, onde o referencial tedrico mais utilizado
foi a obra de Foster e Nightingale’, com as obras de
Landau® e Wald’ servindo para um aprofundamento
maior. Foi dada muita énfase na aproximacgao de campo
fraco da teoria e nas solucdes das equagdes de Einstein.
O estudo culminou na analise detalhada da solucdo de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff utilizando os artigos
originais'™", cuja escolha foi motivada pela sua
habilidade de descrever interiores estelares de maneira
relativistica.

Apo6s a base matematica estar bem fundamentada, foram
derivadas as equagdes de movimento para uma particula
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teste na métrica associada a solucio TOV
(representando o PBH no interior estelar), que resultou
em um sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares
acopladas que descrevem a evolucao das coordenadas da
particula.

Finalmente, essas equagdes serdo resolvidas utilizando
métodos numéricos, devido a sua natureza ndo-linear.
Simulagdes computacionais serdo realizadas para tracar
as oOrbitas dos PBHs sob diferentes condigdes iniciais e
em diferentes interiores estelares. Os resultados obtidos
irdo entdo servir de base para comparagdo as solucdes
orbitais obtidas via um tratamento Newtoniano anterior?,
permitindo a identificacdo de desvios e efeitos de
natureza relativistica. A solucdo das equagdes, assim
como as simulagdes, serdo implementadas com o auxilio
do software Mathematica (versio 14.2)".

Resultados e discussao

O principal resultado obtido at¢é o momento foi a
derivagdo bem-sucedida das equacdes de movimento
para uma particula teste, que representam a evolugdo das
coordenadas de um PBH no espago-tempo de uma esfera
de fluido estatica e esfericamente simétrica. Para tal, foi
utilizada a geometria descrita pela solugio TOV'*!,
apropriada para modelar até mesmo o interior de estrelas
de néutrons de altissima densidade. As equagdes
resultantes formam um sistema complexo de equagdes
ndo-lineares acopladas, cuja solugdo analitica ndo ¢
trivial.

A implementacdo de simulagdes computacionais, que
consiste na resolucdo desse sistema para tracar as Orbitas
associadas sob diferentes condig¢Oes iniciais, se encontra
em andamento. Espera-se que essas simulagdes revelem
desvios significativos em relagdo as oOrbitas previstas
pela gravitagdo Newtoniana, especialmente nos regimes
de campo forte nas redondezas de estrelas de néutrons.
A discussdo preliminar sugere que as corregdes
relativisticas serdo quase despreziveis para estrelas
comuns ¢ muito pronunciadas, através da precessdo do
periastro da orbita, para estrelas de né€utrons.

A analise dessas corregdes permitira avaliar em que
condigdes as aproximagdes classicas deixam de ser
validas. Adicionalmente, obter essas Orbitas pode
fornecer fundamenta¢do para futuros trabalhos que
buscam calcular assinaturas de PBHs capturados por
objetos compactos, estas quais podem ser detectaveis em

ondas gravitacionais, contribuindo para o debate sobre a
sua viabilidade como candidatos a matéria escura.

Conclusoes

O presente trabalho estabeleceu a fundamentagao tedrica
para estudar a dinadmica orbital de PBHs no interior de
estrelas sob a oOptica da Relatividade Geral. O principal
resultado obtido até o momento foi a derivagdo das
equagdes de movimento para uma particula teste na
geometria descrita pela solugdo TOV, que modela um
fluido estatico e esfericamente simétrico. Tal formalismo
representa um avango ao tratamento puramente
Newtoniano, permitindo uma analise mais precisa dos
efeitos gravitacionais em regimes de campo forte.

Embora as simulagdes computacionais para a obtengdo
das orbitas ainda estejam em andamento, conclui-se que
o arcabouc¢o desenvolvido é robusto e serve como base
para a proxima fase da pesquisa. A expectativa é de que
os resultados numéricos evidenciem corregoes de
natureza relativistica, como a precessdo do periastro
orbital, as quais ndo sdo previstas pela teoria classica.

Trabalhos futuros poderdo utilizar a fundamentagéo aqui
obtida para analisar a possibilidade da existéncia de
sinais caracteristicos presentes em ondas gravitacionais
geradas por objetos compactos.
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