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Introducio

Os polindmios ortogonais sdo uma classe de fungdes
matematicas que desempenham um papel fundamental
em varias areas da matematica aplicada, estatistica e
ciéncia de dados. Eles s@o definidos em relagdo a um
produto interno especifico, que determina a
ortogonalidade entre os polindomios.

Esse conceito matematico surgiu no final do século XIX,
o desenvolvimento e estudo mais aprofundado desses
polindmios ocorreu ao longo do século XX, com
contribui¢des de diversos matematicos, um deles foi
Adrien-Marie Legendre um matematico francés do
século XVIII e XIX, conhecido pelas suas contribuigdes
a estatistica, teoria dos nimeros, analise matematica e,
especialmente, pela relevante classe de polindmios
denominada de Polindmios de Legendre.

O objetivo desta Iniciacdo Cientifica ¢ estudar os
polindmios ortogonais de Legendre definidos pela
formula:
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explorar algumas de suas aplica¢des, aprender a utilizar
o software Wolfram Mathematica ¢ o aprendizado do
LaTeX como ferramenta para produgdo de documentos
académicos.

Esta pesquisa se justifica pela ampla aplicagdo do tema
que engloba matematica, fisica e engenharias. Por
exemplo, podemos citar a utilizagdo do polindmios de
Legendre nos trabalhos de Gutiérrez et al. (2025) que
propde um modelo para otimizar o processo de
fermentacdo visando maximizar a produgdo de alcool e,
também no trabalho de Cajal (2016), que trata da
estimativa de erros volumétricos em uma impressao 3D.

O método combinou um estudo tedrico com simulacdes
computacionais e seminarios semanais.

Metodologia

Este trabalho de pesquisa teve  inicio com o
aprofundamento de conceitos de Algebra Linear através
de revisdo bibliografica e seminarios semanais com a
orientadora.

Em seguida, através da utilizacdo de referéncias
especializadas focamos nas propriedades basicas dos
polindmios ortogonais de Chebyshev e de Legendre.
Como parte da formagao, foi realizada uma introdugio
ao uso do LaTeX, visando a producdo de textos
cientificos com formatagdo adequada. Juntamente a uma
introdu¢do ao Wolfram Cloud, utilizado como
ferramenta principal para a construcdo e implementagao
de algoritmos e producdo de graficos.

Ao longo do projeto, foram realizados estudos
individuais e apresentagdes de seminarios semanais com
a orientadora para resolu¢do de duvidas e verificacdo
das propriedades teoéricas, nos quais 0s principais
topicos de estudo eram discutidos e aprofundados,
permitindo um acompanhamento continuo do progresso
da pesquisa.

Do ponto de vista computacional, desenvolvemos
algoritmos no Wolfram Cloud para gerar os polindomios
de Legendre de trés formas distintas, ilustramos algumas
de suas propriedades através de graficos e exploramos
sua aplicagd@o no calculo de integrais.

Resultados e discussao

Iniciamos este projeto de iniciagdo cientifica com as
revisio de Algebra Linear que incluiu o estudo teérico
do processo de ortogonalizagdo de Gram - Schmidt, e a
implementacdo deste processo de ortogonalizagdo no
Wolfram Cloud. Mais especificamente consideremos o
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para gerar os polinomios de Legendre.

Os polinomios de Legendre podem ser gerados de
diferentes formas. Além do processo de ortogonalizagao
de Gram - Schmidt, eles podem ser obtidos pela equagdo
(1), que é nomeada de formula de Rodrigues e através
de uma relagdo de recorréncia, a seguir:

(n+1)Pi(x) = 2n+ 1)z Py(z) —n P_i(x)

Consideramos o estudo das trés representacdes,
realizamos simulagdes a fim de comparar o tempo de
geragdo dos polindomios utilizando o processo de
ortogonalizagdo de Gram - Schmidt, a férmula de
Rodrigues e a relagdo de recorréncia. As simulagdes
foram implementadas no Wolfram Cloud, por meio da
fun¢do Absolute Timing, empregando um computador
ThinkPad com processador Intel Core i5 de 10 geragao.

Utilizando a férmula de Rodrigues deduzimos varias
equagoes de primeira ordem, como por exemplo:
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e a de segunda ordem, como por exemplo:
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Essas equacdes diferenciais, tanto de primeira quanto de
segunda ordem, constituem algumas das principais
propriedades dos polindmios de Legendre.

A Tabela 1 apresenta o tempo de processamento, em
segundos, obtido para cada método de geragdo dos
polindmios,  possibilitando a  comparagdo de
desempenho entre as trés abordagens.

n 10 20 50
Formula de 0.000464 | 0.000921 | 0.243400
Rodrigues
Gram - Smichdt | 0.574958 | 3.769680 | —
Relagdo de 0.006596 | 0.016036 | 0.579965
Recorréncia
Tabela 1 - Meétodos de geracdo dos polindmios

ortogonais e tempo de processamento (em segundos)

As simulagdes apresentadas foram restritas a valores
moderados de n, devido as limitagdes da versdo gratuita
do Wolfram Cloud, apdés o vencimento da chave
institucional do Wolfram Alpha/UNIFEI em marco de
2025. Observa-se que o algoritmo de Gram-Schmidt ndo
conseguiu gerar at¢ n = 50 polindmios, em virtude
dessas restricoes. Apds testes adicionais, verificou-se
que o algoritmo baseado na relagdo de recorréncia
mostrou-se eficaz, pois, mesmo diante das limitagdes da
plataforma, foi capaz de gerar até n = 500 polinémios.

Também estudamos propriedades dos zeros dos Pn(x)

mostrando que eles sdo simples, estdo contidos no
intervalo /-1,1] e possuem a propriedade do
entrelacamento, isto é, entre dois zeros consecutivos do
polindmio de grau n existe um zero de grau n-1. A
seguir ilustramos esta propriedade usando o Wolfram
Cloud.

A Figura 1 apresenta a ilustracdo da propriedade de
entrelacamento dos zeros dos polindmios de Legendre
de graus 3 e 4. Observa-se que, entre dois zeros
consecutivos do polindmio de grau 4, existe sempre um
zero correspondente do polindmio de grau 3,
confirmando a propriedade de entrelagamento.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(n%2B1)%20P_%7Bn%2B1%7D(x)%20%3D%20(2n%2B1)%5C%2Cx%5C%2CP_n(x)%20-%20n%5C%2CP_%7Bn-1%7D(x)#0

VIl Simposio de Iniciagao Cientifica

2025

“Do conhecimento académico a transformacao sustentavel: inovacao com

validagao cientifica”

Polindmios de Legendre

— P

05 / 10 P4

Figura 1 — [Ilustrag@o do entrelagcamento dos zeros dos
polindmios de grau 3 e 4.

No estudo dos polindmios, exploramos também algumas
propriedades similares dos polindmios de Chebysheyv,
tais como a relacdo de recorréncia ¢ a relacdo de
ortogonalidade. Diferentemente dos polindmios de
Legendre, o produto interno que define a ortogonalidade
dos polindmios de Chebyshev é dado por:

_ [ fla)g(x)
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A aplicagdo estudada neste trabalho consistiu na
utilizagdo dos polindmios de Legendre para a construgio
da quadratura Gaussiana, isto €, uma formula que
permite aproximar a integral de uma func¢do por meio de
um somatorio que envolve os valores da funcdo nos
zeros desses polindmios. Simulagdes dessas formulas
estdio sendo desenvolvidas no Wolfram Cloud e
encontram-se em fase de finalizacdo.

Conclusoes

Este trabalho possibilitou ndo apenas o estudo dos
polindmios ortogonais de Legendre, mas também o
desenvolvimento de habilidades importantes para a
formacdo académica. Destaca-se o aprendizado em
temas relacionados ao calculo numérico e na utilizagao
de ferramentas matematicas com grande potencial de
aplicagdo em diferentes areas da engenharia. Além de
aprofundar em temas ndo explorados em disciplinas
classicas durante a graduacdo de Engenharia de
Produgao.

Além disso, a deducdo de todas as propriedades foram
obtidas a partir da formula de Rodrigues e representou
um diferencial relevante, visto que a maioria das

referéncias bibliograficas apresenta tais dedugdes via
fungdo geradora. Essa abordagem contribuiu para uma
compreensao mais ampla do tema, refor¢ando a base
teorica das disciplinas de Calculo e Equagdes
Diferenciais, que sdo ferramentas que podem ser
utilizadas para pesquisas futuras.
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