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Introducao

O campo de Klein-Gordon, apesar de sua simpli-
cidade, tem uma ampla gama de aplicacdes, que vao
desde a modelagem efetiva de interacdes nucleares até
a descricdo de sistemas de matéria condensada. Pode-
mos encontrar diversos modelos envolvendo esse tipo de
campo, mesmo no contexto da teoria cldssica de campos
(DAS, 2008). Ao considerarmos a presenca de fontes
externas especificas acopladas linearmente com o campo
de Klein-Gordon, encontramos o potencial de Yukawa
para a interacdo entre tais fontes (BARONE; FLORES-
HIDALGO, 2008).

Neste trabalho analisamos a interagdo entre fontes
externas acopladas com um sistema composto por dois
campos escalares, estando estes acoplados entre si. Re-
solvemos seguir um caminho diferente do que se faz usu-
almente na literatura, quando se emprega uma redefini-
cdo dos campos em questdo. O objetivo foi o de desen-
volver um formalismo que nos permitisse tratar, futura-
mente, sistemas mais elaborados, onde um dos campos
estivesse definido em uma superficie bidimencional ou
ao longo de uma reta, e o outro, definido em todo o es-
paco. Esse tipo de sistema permitiria modelar a propaga-
¢ao de fonons em sistemas de matéria condensada com
defeitos ao longo da rede cristalina, algo que ndo seria
possivel com o formalismo de redefinicdo de campos.

O modelo que abordamos é composto por dois cam-
pos de Klein-Gordon de massas diferentes, m; e msg,
acoplados por um termo de mistura modulado por um
parametro % 12, O ponto central do estudo é o de desen-
volver um método matricial para tratar o problema e ve-
rificar como se d4 a interacdo entre fontes externas para
ambos os campos.

Metodologia

Primeiramente, € necessario estabelecer as defini-
¢des e convengdes adotadas ao longo deste trabalho.
Consideramos um espaco-tempo com assinatura métrica
(+,—, —, —) e unidades naturais, com ¢ = /i = 1, onde
c € a velocidade da luz no vicuo e i € a constante de
Planck reduzida. Ademais, indices gregos (u,v... =
0,1, 2, 3) sdo utilizados para representar as componentes
no espago-tempo.

Para iniciar o estudo do caso citado, definimos pri-
meiro a Lagrangiana do sistema:
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As equacdes de movimento para o sistema sdo ob-
tidas a partir da densidade Lagrangiana através das
equacdes de Euler-Lagrange para campos (NASTASE,
2019, p. 4). A aplicacdo deste formalismo resulta no
seguinte sistema:
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Este sistema pode ser representado de forma mais
compacta e clara pela notagdo matricial:

1 0\ (¢ m? © <¢1>_<j1>
D(O 1> <¢2)+<"; ni%) o) \U2 3)

Essa expressdo, por sua vez, pode ser escrita simbo-
licamente como:

(OIy 4+ M)® = J(x), “4)



na qual I9 é a matriz identidade, M € a matriz de massa,
® ¢é o vetor de campos,

o (O)
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e J representa o vetor de fontes, que neste trabalho € ado-

tado como composto por duas fontes puntiformes, uma
para cada campo, como segue:
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Para analisar a interacdo entre as fontes externas, te-
mos que obter a contribuicdo destas para a energia do
sistema. O primeiro passo para determinar essa energia
€ obter a solugdo para os campos, ®. Para tal, impomos
a condicdo de contorno de que os campos se anulem no
infinito, o que elimina a solu¢do homogénea. A solucio

de interesse €, portanto, a solucdo particular, obtida pelo
método da funcdo de Green (DAS, 2008):

= /oo Gz —y)J(y)d'y.
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A funcdo de Green € uma matriz nesse caso, € satis-
faz:
(OIy + M)G(z —y) = Iy6%(z — ) . (8)
Utilizando a transformada de Fourier, podemos rees-
crever a funcao de Green como

d*k - ;
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Desta forma, podemos aplicar a transformada na
equacdo (8) e encontrar G(k),
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e usando G (k) dado em || temos a solucdo particular
em termos de uma transformada de Fourier:
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Pelas propriedades da delta de Dirac e pelo produto

matricial de J(y), temos:
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Com a solucdo explicita para os campos P determi-
nada, o proximo passo € calcular a energia de interacdo
do sistema. Essa energia é obtida com a Hamiltoniana do
sistema na configuragdo de campo dada pela solucdo das
equagdes dinamicas. A defini¢do padrdo para um dnico
campo (NASTASE, 2019, p. 85) pode ser generalizada
para o nosso sistema de dois campos da seguinte forma:
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Ao substituirmos os termos da Lagrangiana (I)) na de-
finicdo da Hamiltoniana, podemos encontrar a expressiao
para a energia do nosso sistema.
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O passo seguinte consiste em reescrever o termo de
energia dado pelo gradiente. Através de manipulacdes
algébricas que envolvem a primeira identidade de Green,

a Hamiltoniana assume a forma:
1 o
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A seguir, uma manipulacio algébrica chave € reali-
zada para isolar a dependéncia da fonte J. Ao somar e
subtrair o termo 5 ®” (93®) na integral e utilizar a equa-
¢do () para agrupar os termos, a expressdo para a Ha-

miltoniana pode ser reescrita de forma mais compacta

1
H = /d%ﬁ [(00®)" (0p®) — ®T (95®) — ®"T] .
(17)
Pela equagdo (I3), vemos que ® ndo depende do
tempo. Portanto, a equagio se resume a:
1
H= 2/d3f [®7J]. (18)
Ao realizar o produto matricial ®7.J, substituindo
a solugdo para os campos (13)), utilizando as proprieda-

des da delta de Dirac para resolver a integral espacial e
descartando os termos de auto-energia de cada fonte J;,



temos que a energia de interacao entre as fontes puntifor-
mes € dada pela seguinte integral no espago de momento:
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onde 7 = (Z1 — Z2) é o vetor de posicdo relativa entre as
fontes.

Para resolver esta integral, passamos para coordena-
das esféricas. Por conveniéncia, alinhamos o eixo z, no
espaco de momento, com o vetor 7, de modo que o pro-
duto escalar se torna k - 7 = krcosf e o elemento de
volume ¢é d3k = k?sinfdkdfdep. A integral entdo se

torna:
I /dkd@déf) 1*Q1Qs
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Em relagdo ao angulo azimutal, ¢ a integracdo € di-
reta e resulta em um fator 27. Para o angulo polar, 6,
a integral pode ser resolvida utilizando a substitui¢do
u = cosb, o que resulta em:
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Para resolver a integral em k, utilizaremos o método
de integracdo no plano complexo. Primeiramente, no-
tamos que o integrando € uma funcdo par de k. Apro-
veitando essa simetria, podemos estender a integral para
todo o eixo real, um passo necessdrio para a aplicacdo do
teorema dos residuos (ARFKEN; WEBER, 2005),

B M2Q1Q2 [e's) k (eikr _ e—ikr)
i = 4(2m)2%ir /_oo (k2 —a%) (k%2 —a?)’

A aplicacdo do teorema dos residuos para resolver a
integral depende da natureza dos p6los, que sdo determi-
nados pelos valores de a4 e a_. Analisando a definicao
de a2, nota-se que ambos podem ser negativos (resul-
tando em a4 imagindrios puros) sob a condicido de que
p? < 2mims. Este regime corresponde ao caso de um
sistema estdvel com duas massas fisicas reais.

Neste trabalho, focaremos exclusivamente neste re-
gime estdvel, onde os pdélos do integrando sdo bem defi-
nidos.

(22)

Resultados e discussao
Apbs a realizacdo da integral no plano complexo, sob
o regime estdvel (u? < 2mims) a energia de interagio
H entre as duas fontes puntiformes, separadas por uma
distdncia r = x; — X2, pode ser obtida
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Nesta expressdo, as constantes . s30 as massas
dos campos fisicos resultantes do acoplamento, definidas

como:
L1 o 2 2
5 |™i +m5F 4/ (m

v =[5 —m3)? 4 pt]. (24)

Ademais, a energia é proporcional as cargas (1 e @2,
descrevendo uma interagdo atrativa (H < 0) ou repulsiva
(H > 0), o que dependera da combinagéo dos sinais das
cargas e dos demais termos da expressao.

As massas fisicas do sistema dependem diretamente
da intensidade do acoplamento p. No limite de acopla-
mento nulo (1 — 0), as massas fisicas 74 e y_ se redu-
zem as massas originais m; e ms € a interacao se anula
completamente. A medida que o acoplamento aumenta,
a diferenca entre as massas fisicas aumenta e a energia
de interacdo torna-se ndo nula. Isso significa que o aco-
plamento ndo sé gera a interagdo, mas também modifica
propriedades fundamentais (as massas) de propagacdo do
sistema.

Para contextualizar o resultado obtido, ¢ fitil
compara-lo com o potencial de Yukawa padrio, que des-
creve a interagdo mediada por um dnico campo massivo
(DAS, 2008, p. 325). Este potencial tem a forma:

e

Vo — (25)
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A caracteristica fundamental deste potencial é seu
decaimento exponencial, representando uma forca de
curto alcance. Porém, a nossa solucdo para a ener-
gia (23) apresenta uma estrutura significativamente dife-
rente, pois ela corresponde a superposic¢io de dois poten-
ciais de Yukawa com sinais opostos e alcances distintos.

A existéncia dessa superposicdo gera uma alteracdo
na dependéncia da energia de interagdo H com a distan-
cia 7. Para visualizar, plotamos a energia (23) em fun-
¢do de r na Figura[l] Os parametros utilizados foram
m1 =1.0,me =15, u =1.5e Q1Q2 = 1.0, em unida-
des naturais.
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Figura 1: Energia de Interacdo em Funcdo da Distancia



De forma andloga ao potencial de Yukawa, a energia
de interagdo tende a zero para grandes valores de r. Po-
rém, para pequenas distancias, reside a diferenca funda-
mental. Enquanto o potencial de Yukawa diverge na ori-
gem, a energia H neste modelo converge para um valor
finito. Essa regularidade em » = 0 € uma consequéncia
direta do acoplamento entre os campos.

Conclusoes

Neste trabalho, investigamos a energia de interacdo
entre duas fontes estdticas mediada por um sistema de
dois campos escalares acoplados entre si. Utilizando o
formalismo da teoria cldssica de campos, a Lagrangiana
do sistema foi empregada para derivar as equagdes de
movimento e, através do método da fun¢ao de Green, ob-
tivemos suas solugdes. O cdlculo da Hamiltoniana para
esta configuracio estatica permitiu encontrar a energia de
interacdo do sistema.

Em vez de um potencial de Yukawa simples, a ener-
gia é descrita pela combinacdo de dois potenciais de Yu-
kawa com alcances distintos. Foi verificado que estes
alcances sdo determinados por massas fisicas que depen-
dem diretamente da intensidade do acoplamento. Outra
consequéncia notavel do acoplamento é a regularidade do
potencial quando as fontes se superpdem, que converge
para um valor finito.

Nesta andlise, se restringiu ao regime estdvel do sis-
tema. Uma continuacdo natural do trabalho seria a ana-
lise do regime de acoplamento forte 12 > 2m1ms. Neste
caso, uma das massas fisicas torna-se imagindria, alte-
rando drasticamente o comportamento do sistema.

O formalismo matricial empregado pode ser ampli-
ado para o estudo de sistemas mais complexos, onde um
dos campos poderia esta restrito a uma regido limitada do
espaco.
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