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Introducio

Numeros primos sdo 0s inteiros positivos que
possuem apenas dois divisores : 1 ¢ o proprio numero. O
conjunto dos nUmeros primos possui diversas
propriedades interessantes, que vao desde a infinitude
dos numeros primos até a distribuicdo desses nimeros
no conjunto dos numeros naturais.

Também ha muitas conjecturas envolvendo os
numeros primos e que ainda ndo foram provadas. Dentre
elas, destaca-se a conjectura de Goldbach. Essa
conjectura afirma que todos os nimeros pares maiores
do que 4 podem ser escritos como a soma de dois
nimeros primos impares.

Vale destacar que os matematicos, ao longo da
historia, tentaram encontrar formulas cujo resultado s@o
apenas numeros primos, mas nao obtiveram resultados
muito satisfatorios.

Sdo notoérios também os diversos estudos e
tentativas de encontro de resultados no que tange a
progressdes aritméticas formadas exclusivamente por
nameros primos. O teorema de Green-Tao, por exemplo,
afirma que o conjunto dos nimeros primos possui
progressdes aritméticas de qualquer comprimento.

Nesse cenario, foi desenvolvida esta iniciacao
cientifica. O trabalho realizado tem como tema
“numeros primos e testes de primalidade”.

Os objetivos do trabalho sdo: estudar teoremas
envolvendo o conjunto dos nimeros primos, desde a
infinitude desse conjunto e de alguns tipos de primos
particulares, como os da forma 4n + 1, 4n + 3 ¢
6n + 5; a distribui¢do dos nlimeros primos; progressoes
aritméticas envolvendo numeros primos; estimativas
envolvendo numeros primos; a lei da reciprocidade
quadratica; e testes de primalidade como: o teste de
Lucas, o teste de Pépin, o teste de Miller-Rabin e o teste
de primalidade AKS.

No que tange a justificativa, a importancia de
estudar numeros primos estd relacionada com o
desenvolvimento do raciocinio 16gico e a construgdo de
uma base de conhecimentos para o entendimento de
Teoria dos Numeros e Algebra. Além disso, os numeros

primos possu'em diversas aplicagdes computacionais,
principalmente criptografia, fator que justifica o estudo
das propriedades envolvendo os nimeros primos ¢ dos
testes de primalidade.

Metodologia

A metodologia consistiu em analisar e estudar
os livros de Burton (2010) e Martinez (2011), estudando
os conceitos ¢ teoremas de capitulos envolvendo
numeros primos destes livros.

Primeiramente, foi estudado o capitulo 3 do
livro de Burton (2010). Nele, foi discutida a infinitude
do conjunto dos numeros primos através do teorema de
Euclides. Também foi estudada a conjectura de
Goldbach, além de consequéncias que ocorrem se essa
conjectura for verdadeira.

Ainda nesse capitulo, foram estudadas a
infinitude de nimeros das formas 4n + 1, 4n + 3 €5,
além de resultados envolvendo progressdes aritméticas
formadas exclusivamente por primos, como o teorema
de Green-Tao.

Além disso, foi estudada parte do capitulo 2 de
Martinez (2011), que envolve congruéncias de grau 2,
incluindo residuos quadraticos e o simbolo de Legendre,
a fim de provar e estudar testes de primalidade.

O topico final estudado sdo os testes de
primalidade citados na introdugdo: teste de Lucas, o
teste de Pépin, o teste de Miller-Rabin e o teste de
Primalidade = AKS, com algumas  aplicagdes
computacionais.

Resultados e discussao

Dentre os resultados do trabalho podemos citar
alguns teoremas envolvendo o conjunto dos numeros
primos.

O primeiro teorema estudado foi o teorema de
Euclides, que valida a infinitude do conjunto dos
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nimeros primos.

Além disso, foram apresentadas no trabalho
teoremas sobre a infinitude de primos de algumas
formas, como 4n + 1, 4n + 3 e 6n + 5, sendo feita a
prova de que ha infinitos primos das formas 4n + 3 e
6n + 5.

Ademais, ha muitas conjecturas envolvendo
numeros primos. Dentre elas, uma se destaca: a
conjectura de Goldbach, que afirma que todo inteiro
positivo par maior do que 4 pode ser escrito como a
soma de dois inteiros primos impares.

Vale destacar que por séculos os matematicos
tentaram encontrar formulas cujos resultados sdo apenas
nimeros primos. Acreditava-se que o polindmio de

Euler, dado por f(n) = n’ + n + 41 assumia apenas
valores primos para n > 0 e ninteiro. Porém, Euler
mostrou que essa afirmacao ¢ falsa para n = 40 e
n = 41.

No que tange a progressdes aritméticas
formadas apenas por nimeros primos, ha prova para a
proposicdo que afirma que ndo existe uma progressao
aritmética a,a + b,a + 2b,a + 3b,.. com apenas
nimeros primos. Contudo, teoremas mostram que
pode-se encontrar infinitos nimeros primos em
determinadas  condi¢des ligadas a  progressoes
aritméticas. Nesse contexto, destaca-se o teorema de
Dirichlet, que afirma que se a e b sdo inteiros positivos
relativamente primos, entdo a progressdo aritmética
a,a + b, a + 2b,... contém infinitos numeros primos.

Ainda na questdo do conjunto dos numeros
primos e progressdes aritméticas, destaca-se o teorema
de Green-Tao, um resultado recente que afirma que
existem  progressdes  aritméticas de  qualquer
comprimento formadas apenas por nimeros primos.

Além dos numeros primos, foi estudado o
simbolo de Legendre, em que, dado p um nimero primo
impar e mdc (a,p) = 1, ¢ definido como 1 se a ¢ um
residuo quadratico moédulo p e — 1 se a ndo € um
residuo quadratico modulo p

Os principais testes de primalidade foram
estudados serdo descritos a seguir.

Teste de Lucas: seja N > 1um namero
natural. Se, para cada fator primo p de N — 1, existe

a"'=1(modN) e
# 1 (mod N), entdo N ¢ primo.

Teste de Pocklington: seja d um divisor
positivo de N — 1, d > N. Supondo que exista um

=1 (mod N) e

um inteiro a tal que
a(N—l)/P

inteiro a que satisfaca

mdc(a(N_l/q) —1,N) = 1 para

dividindo d entdo N ¢ primo.

cada primo ¢

Teste de Pépin: seja Fn =2"+1 o n-ésimo

niumero de Fermat, com n um inteiro positivo. Entdo,
Fn é um  primo se, e somente se,
(F —1)/2 s
= — 1(mod Fn). Este critério fornece uma
caracterizacdo simples para a primalidade de ntimeros
de Fermat.

Teste de Miller-Rabin: ¢ um dos testes de
primalidade mais utilizados na pratica, principalmente
em criptografia. Ele ¢ um teste probabilistico baseado
em propriedades da aritmética modular. A ideia central é
que, se m ¢ um numero impar, podemos escrever

s , . .~
n—1 = 2d, com d impar, e¢ verificar condi¢Ges
sobre as poténcias de uma Dbase a escolhida
aleatoriamente. Mais precisamente, escolhe-se um

L d

inteiro a com 1 < a < n — 1. Calcula-se a (mod n).
Se esse valor é 1 ou — 1, npassa no teste para essa
base. Caso contrario, elevamos sucessivamente ao

quadrado: a (modn), para 0<r < s. Se algum
desses valores € congruente a — 1 mddulo n, o nimero
n também passa no teste para essa base. Caso contrario,
n ¢ composto.

Se n passar no teste para varias bases diferentes,
a probabilidade de ser composto cai drasticamente. De
fato, se n é composto, pelo menos 75% das escolhas de
a irdo detectar essa composi¢do. Isso torna o teste de
Miller-Rabin extremamente confiavel para aplicagdes
praticas.
Teste AKS (Agrawal-Kayal-Saxena): foi apresentado
em 2002 e revolucionou a teoria dos testes de
primalidade, pois foi o primeiro algoritmo a provar, de
forma deterministica e em tempo polinomial, se um
numero ¢ primo ou nao.

A ideia central do teste esta ligada a verificagdo

A . n n
da congruéncia (X + a) =X + a(modn), para
determinados parametros r ¢ a, sendo r 0 menor inteiro

tal que ordr(n) > (log n)z, onde ordr(n) ¢ a ordem

multiplicativa de n mddulo r. Se esta congruéncia for
satisfeita em condigdes apropriadas, conclui-se que n é
primo.

O teste AKS ¢ importante porque resolve uma
questdo fundamental em teoria da complexidade: saber
se existe um algoritmo polinomial deterministico para a
primalidade. Apesar de sua relevancia tedrica, ele nao é
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usado na pratica, pois algoritmos probabilisticos como o
de Miller-Rabin sdo muito mais rapidos.

O procedimento do AKS pode ser resumido em
etapas: verificar se n ¢ uma poténcia perfeita, escolher
um parametro r adequado, e depois verificar a
congruéncia acima para valores de a menores que
Vo(r) logn. Caso n passe em todos os testes, &
garantidamente primo.

Como exemplo de aplicagdo de um teste de
primalidade, pode-se verificar a primalidade do nimero
N = 97 usando o teste de Pocklington. Temos que
N —1 = 996 = 12.83. Tome d = 83 > V997 ¢

a = 2 como base. Note que 299651(m0d 997) e

mde(2”"® = 1,997) = mde(2"? - 1,997) =
mdc(4095,997) = 1. Logo, pelo teste de Pocklington,
997 ¢ primo.

A aplicagdo desses testes ¢ fundamental, visto
que, na era digital, a importincia dos niimeros primos
aumentou significativamente, principalmente devido a
criptografia. Sistemas criptograficos modernos, como
RSA, dependem da dificuldade de fatorar nimeros
grandes em seus fatores primos. A seguranca desses
sistemas baseia-se no fato de que, mesmo que
multiplicar dois grandes primos seja fécil, fatorar o
produto € computacionalmente dificil.

Testes de primalidade rapidos e confiaveis
permitem gerar chaves criptograficas seguras. O teste de
Miller-Rabin, probabilistico, ¢ amplamente utilizado
devido a sua eficiéncia, permitindo verificar
rapidamente a primalidade de nimeros com centenas ou
milhares de digitos. Ja o teste AKS, deterministico,
embora mais lento, comprova que a primalidade pode
ser decidida em tempo polinomial.

Além da criptografia, testes de primalidade sdo
aplicados em outras areas, como geracdo de numeros
pseudoaleatorios, algoritmos de hashing, e protocolos de
autenticacdo. Eles também sdo uteis em matematica
pura, como na busca por primos gigantes e na pesquisa
em teoria dos niameros.

A confiabilidade dos testes probabilisticos pode
ser aumentada repetindo-os com diferentes bases,
reduzindo a chance de erro. Esse aspecto ¢ crucial em
ambientes onde a seguranca ¢ prioritaria, como
transagdes financeiras € comunicagdo segura.

O desenvolvimento de algoritmos eficientes
para testes de primalidade também estimula a pesquisa
em complexidade computacional. Compreender quais
problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial
versus probabilistico ¢ essencial para a ciéncia da

computacao teorica.

Em suma, os testes de primalidade ndo apenas
respondem a uma questdo matematica classica, mas
também sustentam a infraestrutura da seguranca digital
moderna. Sem eles, a criptografia publica, que protege

dados, senhas e transacOes na internet, seria
impraticavel.
Portanto, estudar e aprimorar testes de

primalidade continua sendo uma area de extrema
relevancia. Desde a geragdo de chaves seguras até a
protecdo de informagdes sensiveis, esses testes garantem
que o mundo digital funcione de maneira confiavel e
segura.

A importancia desses testes reflete a intersecgdo
entre teoria e pratica. Eles demonstram como conceitos
matematicos abstratos podem ter impacto direto em
tecnologia, seguranca e comunicacdo global.

Conclusoes

Neste trabalho foram estudados alguns tdpicos
ndo-elementares de Teoria dos Numeros. Nota-se que ha
resultados que ja foram demonstrados como a infinitude
dos numeros primos (Teorema de FEuclides) ou a
existéncia de progressdes aritméticas formadas apenas
por primos de qualquer comprimento (Teorema de
Green-Tao). Porém, algumas conjecturas ainda nao
foram provadas, como a conjectura de Goldbach.

Além disso, menciona-se que no trabalho foram
estudados a nogdo de reciprocidade quadratica e
resultados envolvendo estimativas para nimeros primos.

A parte principal do trabalho foi aplicar a
terminologia e resultados da teoria dos numeros para
estudar testes de primalidade. Os principais testes
estudados foram os testes de Lucas, Pocklington, Pépin,
e nogdes basicas envolvendo o teste AKS e o teste de
Miller-Rabin.

Por fim, conclui-se que, em resumo, os testes de
primalidade sdo essenciais para a criptografia moderna,
a protecdo de dados e o avango da matematica aplicada.
A pesquisa continua nessa area promete aumentar a
eficiéncia, confiabilidade e seguranca em diversas
aplicagoes tecnologicas.
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