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Introdução  
 

Neste trabalho, abordaremos inicialmente as soluções 

estáticas com simetria axial das equações de Einstein da 

relatividade geral, inicialmente executadas por Weyl e 

Levi-Civita nos anos iniciais desta teoria. Veremos esses 

espaços-tempos na sua forma mais geral, sem fixarmos as 

condições de fronteira à priori. Para tanto, seu 

desenvolvimento será feito a partir de um formalismo 

covariante, conhecido como formalismo (3+1). Além 

disto, vamos explorar um cenário onde as simetrias axiais 

passam a ter um caráter intrínseco, sendo o ambiente 

resultante mais geral do que os espaços-tempos de Weyl, 

possibilitando novas investigações com potencial 

aplicações à cosmologia. 

 

Metodologia  
 

O cronograma inicial deste trabalho foi previsto como: 

a) Estudo das técnicas básicas de Geometria 

Diferencial para Relatividade Geral; 

b) Esutdo do modelo padrão da Cosmologia; 

c) Levantamento da literatura recente 

correspondente à anisotropia em Cosmologia; 

d) Desenvolvimento do entendimento do papel da 

anistropia em modelos cosmológicos. 

Pode-se dizer que o cronograma não somente foi 

realizado com esmero como também estendido, sendo 

que uma especialização para as aplicações cosmológicas 

de generalizações dos espaços-tempos de Weyl, 

envolvendo simetria axial intrínseca, foi feita e resultados 

novos começaram a ser obtidos. Com isso, na 

continuação desta IC já esperamos resultados científicos 

novos nessa direção, com potencial de publicação nas 

melhores revistas da área. Durante o período de I.C., a 

pesquisa se desenvolveu utilizando os seguintes 

recursos/metodologias: 

a) Estudo da literatura da área atra’ves de livros-

textos padrões e artigos científicos obtidos pela 

plataforma da CAPES; 

b) Implementação computacional dos modelos com 

o “software” Mathematica, cuja licença é 

disponibilizada pela UNIFEI; 

c) As reuniões seguiram de forma h;ibrida, tanto 

presencial no gabinete do professor, quanto de 

forma remota pela plataforma Google Meet. 

 

Resultados e discussão 

 

Neste trabalho estudaremos os espaços-tempos com 

simetria axial intrínseca e vorticidade nula que podem ser 

expressos como: 

 

ds2 = −e2ϕdt2 + e−2 ψ[𝑒2𝜆(𝑑𝑟2 + 𝑑𝑧2) + 𝑟2𝑑𝜑2], 
 

onde 𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑟, 𝑧), 𝜓 =  𝜓(𝑡, 𝑟, 𝑧) e 𝜆 = 𝜆(𝑟, 𝑡, 𝑧). O 

tensor de expansão é expresso como 
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𝑗
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2
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−𝜙  [
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de onde H será escrito como 

𝐻 =  
𝑒−𝜙

6
 ℎ𝑗𝑘ℎ̇𝑘𝑖 = 

𝑒−𝜙

3
 (2𝜆̇ − 3 𝜓̇). 

Em variáveis adequadas, podemos dividir as equações de 

Einstein em uma parte que relaciona a curvatura espacial 

com as anisotropias, por meio do escalar de curvatura 

espacial 𝑅, e outra parte que relaciona o termo temporal 

da métrica considerada. A primeira equação, chamada de 

Friedmann generalizada, será 

  

3(1 − Σ2)𝐻2 = 𝜌 + Λ − 
1

2
 𝑅, 

 

e, a segunda, denominada equação de Raychaudhuri, tem 

a forma 

 

3𝑒−𝜙𝐻̇ + 3(1 + 2Σ2)𝐻2

= −
1

2
(𝜌 + 3𝑃) + 𝑒−𝜙∇

2
𝑒𝜙 + Λ. 

 



 
Consideremos agora os espaços-tempos de Weyl obtidos 

quando tomamos Λ = 0  e 𝜙 = 𝜓 na métrica acima, além 

de considerar apenas o vácuo. As coordenadas 

consideradas são tipicamente denominadas cilíndricas1 e 

a métrica, portanto, tem a forma 

 

ds2 = −e2ϕdt2 + e−2 ϕ[𝑒2𝜆(𝑑𝑟2 + 𝑑𝑧2) + 𝑟2𝑑𝜑2].  
 

É importante enfatizar que, aqui, 𝜙 = 𝜙(𝑟, 𝑧) e 𝜆 =
 𝜆(𝑟, 𝑧). Fazendo Λ = 0 e aplicando a equação de 

Raychaudhuri, temos 

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+ 
1

𝑟
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= 0, 

 

que pode ser reconhecida como a equação de Laplace 

para coordenadas cilíndricas. Por outrdo lado, Λ = 0 na 

equação de Friedmann generalizada fornece 
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que definem 𝜆 em termos de 𝜙. Logo, a métrica de Weyl 

é escrita a partir do seguinte sistema: 
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uma vez que as equações para 𝜆 são escritas por 

quadratura. 

Conclusões 

 

A investigação dos espaços-tempos de Weyl, usando o 

formalismo covariante (3+1), levou a formulações 

inéditas na literatura, como uma simplificação das 

equações de Einstein aplicadas aos espaços-tempos de 

Weyl generalizados, em particular, destacando o papel 

das anisotropias presentes. Esse resultado é importante 

para seguirmos com seu desenvolvimento na direção das 

aplicações à cosmologia, pois permite uma rápida 

generalização de uma teoria que, até então, era usada para 

descrever objetos astrofísicos isolados (buracos negros 

assintoticamente planos), e que nos próximas etapas será 

utilizada para descrever modelos cosmológicos 

conhecidos na literatura como "black hole lattices", onde 

esses objetos são distribuidos igualmente ao longo do 

 
1 Por mais que esse sistema foi referenciado como 

coordenadas cilíndricas, tenha em mente que essa 

interpretação não é necessariamente correta. 

espaço. 

Ainda, uma interpretação física sobre as condições de 

contorno foi feita, partindo da expressão da métrica em 

coordenadas esferoidais, com forma  

 

𝑑𝑠2 = 𝑘2 (
𝑥 + 1
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)
𝛿
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𝛿
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+

𝑑𝑦2
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)

− (
𝑥 − 1

𝑥 + 1
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onde k é uma constante qualquer, 𝛿 = 𝑚/𝑘 é um 

coeficiente de comparação e (𝑥, 𝑦) é um sistema de 

coordenadas esferoidais prolatas. Neste caso, teremos, a 

partir do valor de 𝛿, as seguintes fontes:  

 

 
Figura 1: Fontes associadas à métricas esferoidais 
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