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Introducéo

A aplicagdo da formulagdo matematica de N vortices
abrange as mais diversas &reas, como meteorologia
(eventos climaticos), até mesmo escoamento ao redor das
asas de um avido. As descricbes matematica e fisica dos
vortices ajudam no entendimento do fendmeno e a
compreensdo de casos mais complexos, como a interacdo
entre dois ou mais deles, o qual é a motivacdo deste
trabalho. Este trabalho apresenta um estudo sobre topicos
da Mecénica Classica, como a formulacdo Lagrangiana e
a aplicacdo da formulacdo Hamiltoniana. O trabalho
também explora a formulacdo do problema de N vértices
sem viscosidade, onde sdo deduzidas as equacBes de
velocidade dos centros de cada vértice pontual, e com
viscosidade, decorrente de solucdes particulares da
equacdo de Navier-Stokes para fluidos viscosos
bidimensionais. Para isso, foi feita a revisdo da literatura
das principais referéncias em estudos sobre vortices e
suas interacdes em fluidos viscosos bidimensionais.

Metodologia

Segundo Andrade (2017), para um fluido incompressivel,
isentrdpico e inviscido, temos que

V-u=0, oy
onde u é o campo de velocidades do fluido. O campo de
vorticidade de um escoamento é dado pela seguinte
equacéo

w=VXu (2)
Considere uma regido A contida no plano cuja fronteira é

uma curva C. A circulagdo no fluido sobre esta curva é
definida por

F=2€u-ds=!w-nd$. ©))

A equacdo de Euler-Lagrange, para um sistema

conservativo de forcas, é dada por
oL _ (4)

d (OL) 0
at\oqg) aq

onde L € a Lagrangiana do sistema (SPIVAK, 2010).
Sejam xq,x3, ..., x5, Xy = (Xn,Vn), @S posicOes dos
centros dos N vdrtices no plano. A funcéo de fluxo do j-
ésimo vortice é dada por

r ()
Pi(x) = —2—m10g|x - xj|
e 0 seu campo de vorticidade é dado por
wj = —0P; =T;6(x — x7), (6)

onde & é o delta de Dirac. O campo de velocidade, sem
levar em conta a influéncia de outros vértices, é dado por

u; = (5131/)1' ~0,;) ;
o X — .
_ (_%(Y rzy])'ﬂ( ~ J)>’ )

onde r = |x — x;|. O campo de velocidades do fluido € a
soma do campos induzidos por todos os vortices

N

u(x, t) = Z u;(x, t), 8)

=1

portanto, as velocidades dos centros dos vértices sao
dadas por

dxj _ _iz Li(y; —vi) )
= -
dt 21 i T
ay; _ iz T (o — x;) (10)
dt 2m -~ rl%. !
j#i
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comr;; = |x; — x;|. (CHORIN; MARSDEN, 1990).

Resultados e discussao

Definindo a Hamiltoniana H como

1
H = _Ez ;T log|xi - X;

’ (11)
i#j
temos
J0H 1 z FIFJ(X] —Xi)
. omll 2 12
ox; 2T — T (12)
0H _ _iz LGy — v
0y, 27 T2 ' (13)

i#j i
Introduzindo as seguintes variaveis

x; = Iilx,y; = VINilsgn(Tyi i = 1,2, ..., N,
onde sgn(l;) =1,seI; >0, e sgn(l}) = —1,se [} <

0, chegamos em um sistema de equacBes Hamiltonianas
abaixo

dxl-' . 6H dyi, . 6H =1 N
dt oy, dt _ oax LT Ut (14

A equacdo de Navier-Stokes para a vorticidade em
coordenadas polares € dada por

aa)_ (16( aa)))
ot -V ror rar ’ (15)

onde r é a coordenada radial. Tomando a condic&o inicial
w(r,0) = To6(x)6(y) (16)
temos que a solucéo de (15) é dada por

=0 e -

T 4t 2nr

A7)

onde v é a velocidade tangencial ao redor do eixo de

TZ
rotagdo do vortice e T'= (1 —e «t) (SAFFMAN,
1993). A circulagdo é uma fungdo do tempo e sempre
decrescente a uma distancia fixa do vortice, mas

crescente com a coordenada radial. As equacdes (17) sdo
chamadas de solucdes de Lamb-Oseen. (JING et al.,
2010).

A equacdo (4) gerada pela Lagrangiana
N
1 2
L:nZFj(rjxr')—EZrirjln“ri—rj” (18)

dao exatamente o sistema (9) e (10). Aplicando (18) em
(4), temos

. 1 LJ(r; —1;
R s ) (19)

i#j |Ti - le

onde J é a matriz de rotacdo por 90° no sentido anti-
horario. Como mostrado em (14), o problema dos N
vortices € um sistema hamiltoniano, com Hamiltoniana
(11). Para o caso de dois vértices no plano com I, T, #
0, a Hamiltoniana se reduz a H = —il‘ll“2 log|lr42.
Para um fluido ideal, desde que H € constante, a distancia
entre a posicdo dos dois vartices serd constante para todo
t € R. O vetor posicdo relativa é reescrito como

X1y, =Ty — 1y = T1y5(cos 0(t),sin (t)). (20)
Aplicando (19) em (20), temos

(21)

o, . T
X1 =11 — 1 = —anlexlz’

sendo que as equacdes (20) e (21) implicam que o angulo
tem derivada constante

r (22)

6@) =0 = :
® 2nr,

O problema de trés vortices restrito é construido sobre as
solugbes de (21). Neste caso, um vortice de circulagao
desprezivel é transportado pelo campo de velocidades
gerado pelos dois outros vortices. Sejam z; e z, as
posi¢des dos vortices primarios, a posi¢do do vortice de
circulacdo nula zz é solucdo de

iy, z3—24 i, z,—2z; (23)
21 |z, — z4|%

23 -

21 |z5 — z4|?
Tome z; = & e, z, = &' onde &;, &, s30 nimeros
reais, &, > &;, e que satisfazem Ié; + 1,6, =0, 1y, =
&, —&,. Fazendo a mudanca de varidveis &;(t) =
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z3(t)e ¥ em (23), temos

I L R T )
27T|Sz3—sz1|2 2ﬂ|fz—f1|'

A equacdo (24) é uma equacdo diferencial autbnoma e
forma um sistema Hamiltoniano somente na variavel &;.
Isso faz com que suas solucdes no espaco de fase estejam
restritas aos niveis da sua Hamiltoniana

& = —10& +

H(u,v) = —%(u2 + v?)

1-4
5 log((u + 2)% + v?)

A
+ Elog((u +1—1)% +v?),

+ (25)

ondeé&s=u+iv, 1+ I, =210, & = -4, & =1—
A eI, =2nQA. Foi feita uma reescala no tempo para
tomar Q = 1. As Figuras 1 e 2 ilustram o caso em que 0s
dois vortices primarios tém a mesma circulagdo, A = 1/2.
O sistema possui 5 pontos de equilibrio, trés pontos do
tipo sela sobre a reta dos primarios, o que os torna
instaveis, e dois for a da reta, os quais formam triangulos
equilateros com os primarios. Esses Ulimos equilibrios
ndo colineares sdo pontos de maximo local de (25). Os
pontos de equilibrio de um sistema Hamiltoniano sdo
aqueles que anulam o gradiente H. Sua estabilidade é
dada pelos autovalores da funcdo Hessiana de H
calculada no equilibrio. Esta é uma andlise simples a ser
feita neste caso simétrico, cujo retrato de fase gerado fica
ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Trajetoria do vortice de circulagdo nula sob a
influéncia de dois vortices de mesma circulagao.

A Figura 2 ilustra o caso assimétrico, ou seja, para 1 #
1/2. Neste caso, os equilibrios sempre estdo sobre a retas
dos primérios ou formando triangulos equilateros com
eles. Para |A| > 1, as circulagBes dos primarios tém sinais
opostos e, além do equilibrio de Lagrange, ha somente

um equilibrio sobre a reta dos primarios. Para |[1] < 1, a
circulacdo dos priméarios tem o mesmo sinal, e para
qualquer valor de 4 os trés pontos de sela persistem sobre
a reta, além de ter os dois pontos de centro fora dela.

Figura 2 — Trajetorias do vértice de circulacdo nula sob
efeito de dois vortices de mesmo sinal, a esquerda, e de
sinal oposto, a direita.

Vamos introduzir o decaimento da vorticidade devido a
viscosidade, dado pela equagdo (17), apenas nos vortices
priméarios. Dessa forma, a equacdo (24) deve ser alterada
para

lfl(‘fl»fz» t) &-&

& = —100& +

21 |‘53 _€1|2
(62,83, & — & 26
* 2 |fz - E1|’ ( )
onde
2
Fj(fj,f3, t) =Ty, (1 — exp (— %)), 27
1
Q(t) = (Toq + Ioz) (1 —exp (— m»; (28)

para j = 1, 2. Fixando ¢ = 1/+/4vt como um parametro
gue mede o diametro do vértice neste dado instante, a
equacdo de movimento (26) ainda pode ser obtida através
de uma Hamiltoniana

Hu,v,0) = —%(1 - e_ﬁ) (u? + v?)
Ag (u+21-1)?2+v?)
T e (29)
1-2Dg u+1?+v?)
+ )
2 o2

onde g é a funcdo dada pela primitiva
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1—e**
= ——dx,
g(x) f . x

que é usada aqui para compor a nova energia potencial
para estes vortices ndo pontuais. Neste trabalho nos
limitamos a fazer uma analise numérica de algumas
orbitas especiais com condigdes iniciais bem escolhidas.
A Figura 3 mostra as Orbitas de trés condi¢des iniciais,
nos pontos (0, v3/2 — 1/2) (6rbita azul), (0.01, 0.02)
(6rbita vermelha) e (0.5, 0.04) (6rbita verde). Em
primeiro lugar, notamos uma superposi¢cdo das orbitas
distintas, desde que o sistema de equacgBes ndo é mais
autdbnomo, ao contrario do que aconteceu no caso
conservativo. Tomamos a condi¢do inicial da o6rbita azul
na regido onde as Orbitas conservativas circulam o
equilibrio de Lagrange, onde observamos um
afastamento da 6rbita de equilibrio, o que ja era esperado
devido ao fato de este ponto ser um maximo da
Hamiltoniana original (25). A drbita vermelha se inicia
préxima ao ponto de sela que esta na origem, o que a faz
circular ambos vértices primarios e abandonar esta
regido. A Orbita verde se inicia muito proxima a um dos
primarios, o que a faz se aproximar muito da colisdo, no
entanto € repentinamente expulsa da regido a fazendo
circular do lado externo das separatrizes de sela do
sistema conservativo original.

b“d

| |

-15

Figura 3 — Integracdo da equacgdo diferencial completa
(26) com condigdes iniciais (ug, v) = (0,v/3/2 —1/2)
(6rbita azul), (ug, vo) = (0.01,0.01) (6rbita vermelha) e
(ug, vo) = (0.5,0.04) (6rbita verde).

Conclusdes

Apos a realizacdo deste trabalho, foi possivel estudar os
principais topicos para a formulagdo do problema de N
vortices em um fluido viscoso. A formulagéo
Lagrangiana do problema permitiu formular um sistema
de equacBes para modelar a evolugao de vortices pontuais
num fluido com viscosidade. A partir dos estudos sobre o
problema de N vortices, foi possivel desenvolver um
estudo do problema de trés vortices restrito, considerando

que um dos vortices tem circulacdo desprezivel em
relagdo aos outros dois. A mudanca de varidveis neste
problema fez com que as solu¢des no espaco de fase
estivessem restritas aos niveis de uma Hamiltoniana. 1sso
possibilitou um estudo sobre o comportamento dos
vortices quando dois deles possuem a mesma circulagéo,
onde foi possivel mostrar que havia 5 pontos de equilibrio
no sistema, sendo trés deles do tipo sela e instaveis.
Também foi possivel perceber que, para o caso
assimétrico, todas as situagcdes de equilibrio sempre
ocorreram sobre as retas em que estavam os dois vortices
primarios. Para o0 caso com viscosidade, o
comportamento das solucdes sofreu variacdo para cada
condicdo inicial diferente adotada. Com isso, foi possivel
estabelecer as bases matematicas e fisicas do problema de
N vortices e realizar um estudo paramétrico para 0 caso
restrito de trés vortices.
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