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Introducio

O problema dos infinitos acompanha a fisica desde os
conceitos mais fundamentais, como por exemplo a
densidade de objetos pontuais. A delta de Dirac tornou
possivel um melhor tratamento das divergéncias em
teoria de campos, fazendo com que seja a melhor
ferramenta para descrever, teoricamente, certos
fendmenos que ocorram em um dado ponto ou regido
do espaco. Nos investigamos uma abordagem para
lidar com o campo de Klein-Gordon estaciondrio
usando a teoria de Distribui¢des, que unifica
completamente o comportamento do campo em todo o
espaco (incluindo a origem) sem precisar da técnica de
regularizacdo dimensional tdo falada na literatura,
também mostramos que ¢ possivel gerar distribuigdes
a partir de uma sequéncia de outras distribuigdes
quando um certo limite € tomado. O trabalho esta feito

em 3+1 dimensoes com a métrica
n = Diﬂ,g(+, Ty T 7)'
Metodologia

O campo de Klein-Gordon estacionario na presenca de
uma fonte pontual ¢ dado por:

(V2 = m?)o(x) = —4m6*(r). M

E conhecido na literatura que a solucdo radial, i.e.,
solugdes que dependem apenas do mddulo do vetor do
posicio |r| = r, é dado pelo campo de Yukawa:

¢-(r) = : (2)

Aplicando o operador de Klein-Gordon na solugdo de
Yukawa (2) obtemos que a solugdo ¢ valida apenas
fora da origem, i.e., quando r # 0. Para verificarmos
de fato que a solugdo de Yukawa satisfaz a equagdo de
Klein-Gordon estaciondria também na origem
precisamos usar o método de regularizagdo, que

consiste em acrescentar um fator € pequeno no
denominador da seguinte forma:

—mr
(&

¢—,€(T) = /_7’2 I 62 : (3)

No limite € — 0 a equagdo (3) recupera (2). Este
método de regularizagdo é comumente encontrado na
literatura para solugdes que ndo englobam todo o
espaco, que no nosso caso ¢ a origem 7 = 0.
Aplicando o operador de Klein-Gordon estacionario na
na solugdo de Yukawa regularizada obtemos:

€2 [37' + 2m(r? + 62)} e~ mr
r (r2 4 €2)5/2

(V2 — m2)¢__((7‘) = — 4)

Agora precisamos verificar se a equacdo acima (4) ¢é
uma sequéncia delta, ou seja, alguma funcao de € que
no limite € — 0 leva as mesmas propriedades da delta
de Dirac, que sdo elas:

lim g dPrd.(r) =1 (5)
c:

. 0, r#0

lim d.(r) =< "’

elil'(l) (I') {OO, r = 0 (6)

onde d¢(r) é uma fungdo da posigdo r ¢ € de classe C™
, a integracdo em (5) ¢ feita em todo o espaco R3. Pela
equagdo (4) notemos que, no limite € — 0, a equagdo
diverge quando 7 =0 e se anula para 7 # 0.
Integrando (4) em todo o espago R3 ¢ tomando o
limite € — 0, obtemos:

lim [ d®r (v2 - m2>¢_,5(7“) = —dr )
RB

e—0

entdo chegamos a conclusdo que (4) se comporta como
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uma delta de Dirac no limite € — 0, verificando a
validade da solu¢do do campo de Yukawa em todo o
espaco incluindo a origem:

lim (V2= m?)o..(r) = (V2= m?)o.(r) = ~4n0°()  (®)

e—0

que € o que queriamos demonstrar. O método
empregado nessa se¢do acompanhara para o resto do
trabalho, todavia ¢ sabido pela literatura que o valor do
campo descrito pela equagdo de Klein-Gordon
estaciondria possui o valor —m na origem, o que sO
pode ser demonstrado pelos arduos métodos de
regularizagdo em teoria quantica de campos, como a
regularizagdo dimensional por exemplo, que consiste
em estender o numero de dimensdes do espago para DD
arbitrario e, no final, tomar o limite D — 3:

1 . dPk
0(0) = 57 fim, / e
1 . wPPra-2) 9)

272 Ds (m2)1-%

=-m

onde o método de Fourier foi empregado em (9).
Existe outra solugdo para a equacdo de Klein-Gordon
estacionaria com fonte pontual ndo tdo falada na
literatura fisica pelo fato de ndo poder descrever um
campo: a condi¢do de contorno mais bésica ¢ violada,
i.e., ndo se anula no infinito. Tal solugdo ¢ definida
por:

(10)

a solu¢do (9) compartilha do mesmo problema do
campo de Yukawa, ou seja, satisfaz a equacdo de
Klein-Gordon (1) fora da origem, e usando a mesma
técnica de regularizacdo no denominador:

6mr

V12 + €2 (D

obtemos que:

Pr, e(r) =

<V2 - m2> o4(r)= 251(1) <V2 - m2>¢+.e(7') = 47 8°(r), (12)

e como ja dissemos anteriomente, a solugdo (9) nao
descreve um campo fisico mas sera util na proxima
secao.

Resultados e discussao

A metodologia empregada nesse trabalho nos leva ao
seguinte questionamento: ¢ possivel unificar o
comportamento do campo de Yukawa em todo o
espaco em uma unica expressdo matematica? De tal
forma que seja possivel evitar as técnicas de
regularizagdo dimensional, englobando o resultado
—m na origem. Sim, ha essa possibilidade, porém
precisaremos estender a solugdo para o espago das
funcdes generalizadas (distribuigdes), e essa fungdo
generalizada deve satisfazer a equagdo de Klein-
Gordon estacionaria na presenca de uma fonte pontual
(1). Definiremos o seguinte campo no espaco de
distribui¢des:

r r (13)

onde O ¢ a distribui¢do de Heaviside definida por:

1, r>0,
O(r) =<3, r=0, (14)
0, r<QO.

Notemos que o campo definido em (11) possui o
mesmo comportamento do campo de Yukawa fora da
origem. Avaliando o campo definido em (11) na
origem r = (), obtemos:

—mnr

#(0) = ©(0) lim (#) ——m (15

r—0

onde usamos a expansdo em séries de Taylor em torno
de 7, usamos a defini¢do da distribui¢dao de Heaviside
(12) na origem e tomamos o limite 7 — 0. Notemos
que o resultado em acima ¢ exatamente o que obtemos
na literatura pelos métodos de regularizagdo da teoria
quantica de campos para avaliarmos o valor do campo
na origem. Para verificarmos se o campo definido em
satisfaz a equagdo de Klein-Gordon estacionaria com
fonte pontual usaremos o método de regularizacdo
usual ja mostrada na se¢do anterior:
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4N =00 55 N a6
=0O(r) ¢., (r) —O(=7) ¢4, (1)

Aplicando o operador de Klein-Gordon estacionario
em (16) e usando que:

d

O

—~0 =9 17
Z6(r) = (r) (7
obtemos:
(v2 = 12) o) = L0 (5, 1)+ 6. )
26(r) d (18)
-+ " E 7’(¢+, 5(7') + -, E(T)>

A equagdo acima ¢ naturalmente divergente na origem
e nula longe dela, pela propria definigdo da delta de
Dirac em (6). Integrando em todo o espaco e usando a
propriedade da derivada da delta de Dirac:

00 —+o0
/ dz w(x)%é(x) = —/ dx 6(:0)%1/}(:0)

e . (19)
= —¢'(0)
onde ¥ (x) € C'*°, juntamente com:
+o0 1
/ dz §(z) = (20)
0 2

esta ultima propriedade poder ser construida a partir
das sequéncias deltas em (5), obtemos:

/R3 d3r (V2 — ;ﬂ) be(r) = —4m 1)

verificamos que (18) se comporta como uma
sequéncia delta no espagco de Distribuigoes,
demonstrando que o campo ¢ definido em em (12) ¢é
uma solucao da equagdo de Klein-Gordon estacionaria
na presenga de uma fonte pontual no espago de
distribui¢des:

lim (V2 = ) c(r) = (92 = i) o(1)

e—0

como queriamos demonstrar. Como consequéncia da
analise, mostramos que ¢ possivel construir
distribuicdes a partir de uma sequéncia de outras

distribui¢ées, algo ndo explorado na literatura fisico-
matematica até onde sabemos, a definicdo atual de
uma distribuig¢do ¢ dada por uma sequéncia de fungdes
que, em um certo limite, geram as propriedades da
distribuicdo requisitada, ou seja, uma associagdo entre
espagos.

Conclusoes

Nos investigamos a equagdo de Klein-Gordon
estacionaria e propomos uma nova solucdo (até onde
sabemos) no espago de Distribui¢cdes que generaliza o
comportamento do campo em todo o espago, incluindo
o resultado na origem (—m) demonstrado facilmente
por técnicas elementares de calculo. Também
demonstramos a  possibilidade de  construir
distribuicdes a partir de outras distribuigdes quando
um certo limite ¢ tomado. Apesar do interesse fisico e
matematico, a teoria das Distribui¢des nos permite
unificar alguns aspectos da teoria de campos que até
entdo sdo tratadas de forma separada e, por aspectos
demonstrados na discussdo, talvez seja possivel
generalizar a ideia sobre o que ¢ uma distribuicdo,
ampliando nosso conhecimento acerca dessa area tdo
nova e prospera da fisica matematica
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