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Introducao

Neste trabalho, investigamos modelos analogos de
gravitacdo em oOtica ndo linear. Para isso, ¢ de suma
importdncia a compreensdo do eletromagnetismo de
Maxwell, que nos fornece as informagdes necessarias a
respeito do comportamento de uma onda eletromagnética
se propagando em um dado meio material, ¢ da teoria da
relatividade geral que nos possibilita realizar uma
descri¢do geométrica efetiva dos fendmenos oticos. Para
0 meio proposto, iremos observar que uma onda
eletromagnética se propagando neste dado meio, com
relagdes constitutivas especificas, ird sofrer o fendmeno
de birrefringéncia. O modelo analogo sera confeccionado
a partir das informacdes obtidas pelo problema otico
proposto.

Metodologia

Iniciamos com as relagdes constitutivas especificas para
este trabalho
Di = Eij(E: B, F)EJ
Hi = Llfj_l)(ﬁ, E, t)BJ

e usando que

E; =E) +e exp (i (wt—7-q))

B; = BY + b; exp (i (ot — 7 - §)),
onde o primeiro termo de cada campo se deve a uma fonte
externa constante e o segundo termo a uma onda plana
monocromatica, de modo que a magnitude do campo
externo ¢ muito maior do que a da onda monocromatica.
Assim, substituindo as relagdes constitutivas na lei de
Ampére-Maxwell e os campos acima na lei de Faraday
(ZANGWILL, 2013) para eliminar o vetor de polarizacao
magnética em favor do vetor de polarizagdo elétrica.
Adicionalmente, usando que o meio material de interesse
possui caracteristicas tais que

g;j = diag(e,(7), e2(F), £3(1))
ui Y = diag(W=D(©) /4 nD (o), iV (D).
sendo A um parametro de proporcionalidade entre as

componentes da permeabilidade magnética. Obtemos a
seguinte equagdo de autovalores a ser resolvida (DE

LORENCI, 2022)
Z ij €j =0

a qual

Zi = gv + Eimnejklp-;;,l)Kle-
O vetor e; ¢ chamado de vetor de polarizagdo e a matriz
Zjij € chamada de matriz de Fresnel.
Portanto, solugdes ndo triviais da equagdo acima
implicam em um determinante nulo da matriz de Fresnel.
Para resolver tal equagdo, vamos supor que a onda
eletromagnética esteja se propagando em trés diregdes
perpendiculares entre si. Primeiro vamos supor uma onda
eletromagnética se propagando na dire¢dao (1, 0, 0),
resultando nas velocidades de fase abaixo:

vi =+1/ V&M

vy =+1/ V&M
sendo as polarizagdes, associadas as velocidades vi~ e
vé—", respectivamente, tais que & = (0,1,0) e & =
(0,0,1).
Para a dire¢cdo de propagacdo na diregdo (0, 1, 0),
obtemos que as velocidades de fase sdo dadas por

vi =+ 1/\e1m

v =1 1/esm
com vetores de polarizagdo dados por & = (1,0,0) e
é; =(0,0,1).
Por ultimo, supondo a onda se propagando na diregdo (0,
0, 1), obtemos que as velocidades de fase sdo

vi =11/ VAT

v =1 1/eam
com vetores de polarizagdo dados por &5 = (0,1,0) e
é; =(1,0,0).
Utilizamos, para os trés casos, que W; = p/ A.
Nota-se que nos trés casos analisados ocorre o fendmeno
de birrefringéncia.

Resultados e discussao

Com o problema 6tico resolvido, vamos para a confecgao
do modelo analogo. Para tal, iremos utilizar unidades
naturais, que definem ¢ = 1, e vamos definir dois
quadrivetores
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kM = (w,q)
Ve =5}
onde V" é um campo de velocidades definido em um
referencial em repouso com relagdo ao material € G o
vetor de onda.
Assim, podemos escrever
w? = kyk,V*VY

k? = 0"k k,.
Da eletrodinamica classica (ZANGWILL, 2013), sabemos
que

k2 = w? — g2

v? = w?/q?
de forma que obtemos

w? = v?(w? — k?).
Portanto, substituindo as relagdes acima para w? e k2,
encontramos
kukv(vzn”" + (1 — vH)VHYY) =0.

Assim, identificamos a inversa da geometria efetiva (DE
LORENCI et al., 2022), como

1

de modo que a geometria efetiva (DE LORENCI et al.,
2022), vem dada por

Juv = Npv — (1 - VZ)VpK)
onde a velocidade v? foram calculadas anteriormente, na
analise do problema otico.
Com isso, concluimos que o quadrivetor k, € um vetor
nulo para a geometria efetiva, assim como este & para o
tensor métrico de Minkowski, nos mostrando que hd uma
analogia entre Otica e gravitacao.
Para finalizar, podemos definir o elemento infinitesimal
de linha ds? (FOSTER et al., 1995), mas como ditamos a
direcdo de propaga¢do da onda eletromagnética, teremos
um elemento de linha para cada direcdo adotada. Estes
sendo:

dsZ = goodt? + g,,dx?

dsj = goodt® + gapdy?

ds7 = goodt® + gs3dz?
Os subescritos em ds? se referem a direcio de
propagagdo da onda eletromagnética.

Conclusoes

A possibilidade de obtermos uma analogia entre Otica e
gravitagdo nos possibilitou encontrar um modelo baseado
em um meio material apresentando permissividade
elétrica biaxial e permeabilidade magnética monoaxial,
visto que tal modelo, levando em conta as simplificagdes
feitas, foi bastante simples e ainda capaz de elucidar o
processo de obtengdo destes modelos analogos. Este
resultado nos é importante para que continuemos com seu
desenvolvimento e até para que possamos propor outros

meios materiais, que poderia nos levar a diferentes
cenarios. Interpretagdes fisicas podem ser feitas deste
modelo ao estudar quais métricas que sdo solugdes da
relatividade geral teriam a forma equivalente com a que
obtemos anteriormente.
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