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Introdução  
 
Neste trabalho, investigamos modelos análogos de 
gravitação em ótica não linear. Para isso, é de suma 
importância a compreensão do eletromagnetismo de 
Maxwell, que nos fornece as informações necessárias a 
respeito do comportamento de uma onda eletromagnética 
se propagando em um dado meio material, e da teoria da 
relatividade geral que nos possibilita realizar uma 
descrição geométrica efetiva dos fenômenos óticos. Para 
o meio proposto, iremos observar que uma onda 
eletromagnética se propagando neste dado meio, com 
relações constitutivas específicas, irá sofrer o fenômeno 
de birrefringência. O modelo análogo será confeccionado 
a partir das informações obtidas pelo problema ótico 
proposto. 
 

Metodologia  
 
Iniciamos com as relações constitutivas específicas para 
este trabalho  

𝐷𝐷𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖�𝐸𝐸�⃗ ,𝐵𝐵�⃗ , 𝑟𝑟�𝐸𝐸𝑖𝑖 
𝐻𝐻𝑖𝑖 = μ𝑖𝑖𝑖𝑖

(−1)�𝐸𝐸�⃗ ,𝐵𝐵�⃗ , 𝑡𝑡�𝐵𝐵𝑖𝑖 
e usando que  

𝐸𝐸𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑖𝑖0 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖 (ω𝑡𝑡 − 𝑟𝑟 ⋅ �⃗�𝑞)) 
𝐵𝐵𝑖𝑖 = 𝐵𝐵𝑖𝑖0 + 𝑏𝑏𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖 (ω𝑡𝑡 − 𝑟𝑟 ⋅ �⃗�𝑞)), 

onde o primeiro termo de cada campo se deve a uma fonte 
externa constante e o segundo termo a uma onda plana 
monocromática, de modo que a magnitude do campo 
externo é muito maior do que a da onda monocromática. 
Assim, substituindo as relações constitutivas na lei de 
Ampère-Maxwell e os campos acima na lei de Faraday 
(ZANGWILL, 2013) para eliminar o vetor de polarização 
magnética em favor do vetor de polarização elétrica. 
Adicionalmente, usando que o meio material de interesse 
possui características tais que   

ε𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑�ε1(𝑟𝑟), ε2(𝑟𝑟), ε3(𝑟𝑟)� 
μ𝑖𝑖𝑖𝑖

(−1) = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑�μ(−1)(𝑡𝑡)/λ,μ(−1)(𝑡𝑡), μ(−1)(𝑡𝑡)�. 
sendo λ um parâmetro de proporcionalidade entre as 
componentes da permeabilidade magnética. Obtemos a 
seguinte equação de autovalores a ser resolvida (DE 

LORENCI, 2022) 
𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖 = 0 

a qual 
𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 = ε𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣2 + ϵ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ϵ𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗μ𝑖𝑖𝑗𝑗

(−1)κ𝑗𝑗κ𝑖𝑖. 
O vetor 𝑒𝑒𝑖𝑖 é chamado de vetor de polarização e a matriz 
𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 é chamada de matriz de Fresnel.  
Portanto, soluções não triviais da equação acima 
implicam em um determinante nulo da matriz de Fresnel. 
Para resolver tal equação, vamos supor que a onda 
eletromagnética esteja se propagando em três direções 
perpendiculares entre si. Primeiro vamos supor uma onda 
eletromagnética se propagando na direção (1, 0, 0), 
resultando nas velocidades de fase abaixo: 

𝑣𝑣1
± = ± 1/�ε2μ 
𝑣𝑣2

± = ± 1/�ε3μ 
sendo as polarizações, associadas às velocidades 𝑣𝑣1

± e 
𝑣𝑣2

±, respectivamente, tais que 𝑒𝑒1� = (0, 1, 0) e 𝑒𝑒2� =
(0, 0, 1). 
Para a direção de propagação na direção (0, 1, 0), 
obtemos que as velocidades de fase são dadas por  

𝑣𝑣1
± = ± 1/�ε1μ1 
𝑣𝑣2

± = ± 1/�ε3μ1 
com vetores de polarização dados por 𝑒𝑒1� = (1, 0, 0) e 
𝑒𝑒2� = (0, 0, 1). 
Por último, supondo a onda se propagando na direção (0, 
0, 1), obtemos que as velocidades de fase são 

𝑣𝑣1
± = ± 1/�ε1μ 

𝑣𝑣2
± = ± 1/�ε2μ1 

com vetores de polarização dados por 𝑒𝑒1� = (0, 1, 0) e 
𝑒𝑒2� = (1, 0, 0). 
Utilizamos, para os três casos, que μ1 = μ/ λ. 
Nota-se que nos três casos analisados ocorre o fenômeno 
de birrefringência. 
 

Resultados e discussão 
 
Com o problema ótico resolvido, vamos para a confecção 
do modelo análogo. Para tal, iremos utilizar unidades 
naturais, que definem c = 1, e vamos definir dois 
quadrivetores 



 
𝑘𝑘μ = (ω, �⃗�𝑞) 
𝑉𝑉μ = δ0

μ 
onde 𝑉𝑉μ é um campo de velocidades definido em um 
referencial em repouso com relação ao material e �⃗�𝑞 o 
vetor de onda.  
Assim, podemos escrever  

ω2 = 𝑘𝑘μ𝑘𝑘ν𝑉𝑉μ𝑉𝑉ν 
𝑘𝑘2 = ημν𝑘𝑘ν𝑘𝑘ν. 

Da eletrodinâmica clássica (ZANGWILL, 2013), sabemos 
que  

𝑘𝑘2 = ω2 − 𝑞𝑞2 
𝑣𝑣2 = ω2/𝑞𝑞2, 

de forma que obtemos 
ω2 = 𝑣𝑣2(ω2 − 𝑘𝑘2). 

Portanto, substituindo as relações acima para ω2 e 𝑘𝑘2, 
encontramos  

𝑘𝑘μ𝑘𝑘ν(𝑣𝑣2ημν + (1 −  𝑣𝑣2)𝑉𝑉μ𝑉𝑉ν) = 0. 
Assim, identificamos a inversa da geometria efetiva (DE 
LORENCI et al., 2022), como 

g�μν = ημν − �1−
1
𝑣𝑣2
�𝑉𝑉μ𝑉𝑉ν 

de modo que a geometria efetiva (DE LORENCI et al., 
2022), vem dada por  

𝑑𝑑μν = ημν − (1 − 𝑣𝑣2)𝑉𝑉μ𝑉𝑉ν 
onde a velocidade 𝑣𝑣2 foram calculadas anteriormente, na 
análise do problema ótico. 
Com isso, concluímos que o quadrivetor 𝑘𝑘μ é um vetor 
nulo para a geometria efetiva, assim como este é para o 
tensor métrico de Minkowski, nos mostrando que há uma 
analogia entre ótica e gravitação.  
Para finalizar, podemos definir o elemento infinitesimal 
de linha 𝑑𝑑𝑠𝑠2 (FOSTER et al., 1995), mas como ditamos a 
direção de propagação da onda eletromagnética, teremos 
um elemento de linha para cada direção adotada. Estes 
sendo: 

𝑑𝑑𝑠𝑠𝑥𝑥2 = 𝑑𝑑00𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝑑𝑑11𝑑𝑑𝑒𝑒2 
𝑑𝑑𝑠𝑠𝑦𝑦2 = 𝑑𝑑00𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝑑𝑑22𝑑𝑑𝑦𝑦2 
𝑑𝑑𝑠𝑠𝑧𝑧2 = 𝑑𝑑00𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝑑𝑑33𝑑𝑑𝑧𝑧2 

Os subescritos em 𝑑𝑑𝑠𝑠2 se referem a direção de 
propagação da onda eletromagnética. 
 

Conclusões 
 
A possibilidade de obtermos uma analogia entre ótica e 
gravitação nos possibilitou encontrar um modelo baseado 
em um meio material apresentando permissividade 
elétrica biaxial e permeabilidade magnética monoaxial, 
visto que tal modelo, levando em conta as simplificações 
feitas, foi bastante simples e ainda capaz de elucidar o 
processo de obtenção destes modelos análogos. Este 
resultado nos é importante para que continuemos com seu 
desenvolvimento e até para que possamos propor outros 

meios materiais, que poderia nos levar à diferentes 
cenários. Interpretações físicas podem ser feitas deste 
modelo ao estudar quais métricas que são soluções da 
relatividade geral teriam a forma equivalente com a que 
obtemos anteriormente. 
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