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Introdução  
  

 O estudo térmico é cada vez mais requisitado na 

engenharia, tendo em vista a grande necessidade de 

otimização de processos e produtos. Dessa forma, é de 

extrema importância a obtenção do campo de 

temperaturas e/ou de alguma condição de contorno, sob a 

qual o objeto de análise está submetido.  

 

Em problemas de condução de calor, a obtenção 

desse campo de temperaturas pode ser feita de maneira 

direta, a partir do fluxo de calor imposto em função do 

tempo. Já a obtenção de condições de contorno, como o 

fluxo imposto, pode ser realizada através do histórico de 

temperaturas em determinado ponto do mesmo 

abordando o problema de condução de calor como um 

problema inverso. 

 

 O objetivo deste trabalho é realizar comparações 

entre dois métodos de solução de problemas diretos e dois 

métodos de solução de problemas inversos, além de fazer 

considerações individuais de cada. Os métodos dos 

problemas diretos foram ambos de diferenças finitas 

parabólicas, sendo um explícito e outro implícito. Já os 

métodos dos problemas inversos foram os de Stoltz e da 

Função Especificada. 

 

 Os métodos foram desenvolvidos 

numericamente pelo software comercial MATLAB® e 

performaram dois experimentos de terceiros, sendo um 

para cada tipo de problema, para que fosse possível 

realizar uma validação dos algoritmos com dados 

experimentais já coletados. 

 

 A análise foi baseada em tempos de solução, 

estatísticas dos resíduos e na análise qualitativa dos 

gráficos obtidos. 

  

Metodologia  
  

 Para a obtenção do campo de temperaturas de um 

problema de condução de calor é necessário resolver a 

equação da difusão de calor. Considerando um problema 

unidimensional, propriedades térmicas constantes e sem 

geração interna, a equação da difusão de calor fica: 
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 Os métodos das diferenças finitas abordam as 

derivadas parciais, substituindo-as por diferenças finitas. 

Assim, sendo possíveis resolvê-las numericamente. 

  

 A equação da difusão do calor, com as devidas 

substituições da formulação explícita fica: 
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 Para a formulação explícita é introduzido o 

conceito do número de Fourier, que serve como um 

critério para avaliar a estabilidade e convergência da 

solução. 
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(3) 

 

Já a equação da difusão do calor, na forma 

implícita fica: 
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Para a resolução do método implícito é 

necessária a utilização de uma técnica de resolução de 

sistemas lineares. A escolhida foi Gauss-Seidel, devido 

ao sistema ser tridiagonal, permitindo uma solução 

eficiente por essa técnica. 

 

O estudo de Tillmann et al. (2008) foi utilizado 

como validação para os programas criados, referentes aos 

métodos das diferenças finitas. 

 

Nos problemas inversos em condução de calor é 



 
necessário a obtenção da sensibilidade do modelo 

térmico. Sendo assim, a solução da distribuição de 

temperaturas de um problema unidimensional, linear, em 

que a aplicação de fluxo de calor é em uma extremidade 

e a outra é isolada é chamada de 𝑇+ e a sensibilidade pode 

ser obtida por: 

𝜙 = 𝑇+
𝐿

𝑘
 (5) 

 

Em que L é o comprimento do corpo e k, a 

condutividade térmica. 

 

O método de Stoltz assume o fluxo de calor da 

próxima iteração temporal como sendo constante, para o 

cálculo da temperatura estimada. Assim, a equação que 

estima o fluxo de calor, a partir do histórico de 

temperaturas e dos fluxos já estimados é dada por: 
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(6) 

 

 Já o método das funções especificadas assume o 

fluxo de calor dos próximos (r) tempos futuros como 

sendo constantes para o cálculo da temperatura estimada. 

Assim, sua equação para estimar o fluxo de calor fica: 
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O estudo de Silva, Silva Neto e Guimarães 

(2001) foi utilizado como validação para os programas 

criados, referentes ao método de Stoltz e das diferenças 

finitas. 

 

Para cada um dos quatro métodos avaliados, 

foram desenvolvidos programas na linguagem 

MATLAB®
 e performados segundo os dados referentes à 

cada tipo de problema, direto ou inverso. 

 

Resultados e discussão 

 

 Para cada método avaliado, 10 rodadas de 

simulação foram executadas, foi gerado um gráfico 

contendo a curva calculada/estimada, uma curva de 

referência e uma curva dos resíduos. Além disso, duas 

tabelas foram criadas, uma para cada tipo de problema, 

contendo os tempos de solução e estatísticas dos resíduos. 

 

 O valor do número de Fourier foi de 0,1274 e 

como é menor que 0,5, a solução é estável e convergente. 

 

 Os resultados dos métodos de diferenças finitas 

parabólicas podem ser encontrados na Tabela 1. 

 

Método 
Tempo de 

solução [s] 

Resíduo 

médio [ºC] 

Desvio 

padrão dos 

resíduos [ºC] 

Explícito 0,0500 -0,0016 0,0028 

Implícito 1,0209 -0,0016 0,0087 

Tabela 1 – Resultados Diferenças Finitas 

 

Nas Figuras 1 e 2 é possível visualizar a relação 

entre as temperaturas analíticas e as calculadas pelos 

métodos Explícito e Implícito. 

 
Figura 1 – Distribuição de temperaturas pelo Método 

Explícito 

 

 
Figura 2b – Distribuição de temperaturas pelo Método 

Implícito 

 

Os resultados dos métodos de Stoltz e da Função 

Especificada podem ser encontrados na Tabela 2. 

 

Método 

Tempo de 

solução 

[s] 

Resíduo 

médio 

[W/m²] 

Desvio padrão 

dos resíduos 

[W/m²] 

Stoltz 0,036 11,747 224,225 

SFSM (r=5) 0,238 12,704 48,297 

SFSM (r=10) 0,263 12,483 30,805 

SFSM (r=15) 0,260 12,336 28,200 

SFSM (r=20) 0,266 12,167 27,222 

SFSM (r=25) 0,259 11,819 26,712 

Tabela 2 – Resultados Problemas Inversos 



 
 

A seguir, na Figura 1, é apresentado um dos 

melhores resultados para a estimação do fluxo de calor, 

levando em consideração a quantidade de tempos futuros, 

tempo de solução, estatísticas dos resíduos e a 

minimização dos efeitos dos dados de entrada ruidosos. 

 

 
Figura 3 – Fluxo estimado SFSM com 20 passos de 

tempo futuros 

 

 

Conclusões 

  

 Ambos métodos de diferenças finitas 

performaram bons resultados. A partir dos resultados é 

possível notar que o método explícito realizou os cálculos 

em cerca de 20 vezes mais rápido que o método implícito. 

Quanto às estatísticas dos resíduos, não apresentam 

diferenças significativas. Vale ressaltar que a simulação, 

e ensaio em questão, são relativamente simples, assim 

sendo nítida a vantagem de utilizar o método explícito por 

ganho de tempo em simulações não complexas. No 

entanto, quando se trata de um problema de maior 

dimensão, com limitações geométricas e, principalmente, 

da discretização espacial, o método implícito se torna o 

mais interessante, devido a não ser limitado no quesito da 

estabilidade e convergência.  

 

 O método de Stoltz não apresentou bons 

resultados, o que já era esperado por se tratar de um 

método sensível a ruídos e que, atualmente, serve 

somente para fins comparativos e base de 

desenvolvimento para outros métodos mais robustos.  

 

Já os resultados obtidos pelo método sequencial 

da Função Especificada apresentaram uma boa qualidade, 

principalmente pela possiblidade de utilizar diferentes 

tempos futuros, assim, tendo um controle maior na 

qualidade do fluxo estimado. A respeito dos diferentes 

tempos futuros utilizados, é possível notar que com o 

aumento da quantidade de tempos, os plots de fluxo 

apresentam menores amplitudes, minimizando os efeitos 

dos dados de entrada ruidosos. Outro ponto interessante 

é que por mais que a amplitude diminua com o aumento 

do número de tempos, a média dos resíduos sofre uma 

diminuição insignificante para todos os ensaios e o desvio 

padrão dos resíduos a partir de 15 tempos futuros 

também. 

 

Assim, a partir dos resultados obtidos é possível 

notar que o método mais adequado para a estimação de 

fluxo de calor é o método da Função Especificada, por 

garantir resultados mais assertivos, um maior controle de 

na estimação e lidar melhor com ruídos nos dados, que 

estão sempre presentes em qualquer coleta de dados. 
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