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Introducéo

Este trabalho é melhor entendido como uma continuagdo
de uma pesquisa anterior, junto ao Prof. Dr. Leandro
Gustavo Gomes, acerca de espagos-tempos com simetria
axial intrinseca, inicialmente estudados por Weyl e Levi-
Civita nos anos iniciais da teoria da relatividade geral de
Einstein. Usando o formalismo covariante, conhecido
como (3+1), generalizamos o0s espagos-tempos de Weyl,
sem impor condicdes de fronteira & priori. Em seguida,
tentamos trazer uma generalizacdo da solucdo de Weyl
tipica para o presente caso, entretanto, é mostrado que a
solugdo de Weyl ndo s6 é a mais geral para os casos
estaticos, mas como também a Unica que satisfaz a
métrica axialmente simétrica generalizada, sob as
implicacdes do caso estatico. Inclusive, se permitirmos
uma pequena generalizacdo onde o fator de Hubble
depende do espago, isto é, H = H(r,z), um universo
totalmente anisotrépico (do ponto de vista de Kasner) é
obtido, junto ao de Weyl. No entanto, é provado também
que este universo é inconsistente e ndo existem solucdes
desse tipo para a métrica em questdo, de modo que o
resultado passa a ser mais geral do que se pensava.
Metodologia

O cronograma inicial deste trabalho foi previsto como:
a) Estudo dos espacos-tempos de Weyl e literatura
relacionada;
b) Estudo dos modelos de matéria escura do
universo com levantamento de literatura recente;
c) Confeccdo dos resultados em forma de
manuscrito.
De fato, a literatura relacionada aos espacos-tempos de
Weyl foi estudada, assim como um levantamento literario
acerca de modelos para matéria escura foi feito. Apds
essa etapa, 0 grupo optou por estudar solugdes no vacuo
da métrica em questdo (Weyl generalizada), pois parecia
ser um caminho natural a seguir com o conhecimento
obtido na pesquisa anterior a esta iniciacao cientifica.
Pode-se dizer, portanto, que o0 cronograma nao somente
foi realizado com esmero como também estendido, sendo
gue uma especializacao para as aplicacdes das
generalizacfes dos espacos-tempos de Weyl, envolvendo
simetria axial intrinseca, foi feita e resultados novos

comecaram a ser obtidos. Com isso, esperamos resultados
cientificos nessa dire¢do, com potencial de publicacao
nas melhores revistas da érea.

Durante o periodo de I.C., a pesquisa se desenvolveu
utilizando os seguintes recursos/metodologias:

a) Estudo da literatura da area atra’ves de livros-
textos padrdes e artigos cientificos obtidos pela
plataforma da CAPES;

b) Implementacdo computacional dos modelos com
o “software” Mathematica, cuja licenca ¢é
disponibilizada pela UNIFEI;

¢) As reunides seguiram de forma hibrida, tanto
presencial no gabinete do professor, quanto de
forma remota pela plataforma Google Meet.

Resultados e discussao

Neste trabalho estudaremos o0s espagos-tempos com
simetria axial intrinseca e vorticidade nula que podem ser
expressos como:

ds? = —e?®dt? + e 2V [e? (dr? + dz?) + r?de?],

onde ¢ = ¢p(t,7,2), Y = Y(t,r,z) e A=At z). O
tensor de expansdo é expresso como
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de onde H e X sdo escritos como
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(24-39)
construir a equacdo de fluxo de energia em termo dessas
variaveis como

onde k é osinal de ¥ =

|. Entdo, podemos
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com & = e~?(A — 2¢). Para transcrever as equages nas
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nossas variaveis, escrevemos e ?1 =35H e e %) =
(2% — 1)H, de modo que identificamos § = (2 —X)H e
a equacdo do fluxo de energia se I1&é como

0,6 + (& + 2e~) ()
a4 = 0

0,& + (& + 29 %)y,
Ainda, no vacuo, as equagdes de Einstein se tornam,
em nossas variaveis,

1_
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3e™PH + 3(1 + 222) = e P72,
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onde b, e b, podem ser entedidos como angulos de
separagdo entre S. e X\ e a diz respeito ao angulo polar
na representacdo de Kasner.

Uma possivel solugdo para a métrica geral é trazer as
implicacOes da solucdo de Weyl em nossas variaveis e
testar sua consisténcia, ou seja, testar as equacdes de
Einstein sob as seguintes condigdes:

v =9
R =0;
e ?Pr2e% = 0.

Olhando para a Friedmann generalizada (primeira
equacdo de Einstein na ordem apresentada), temos dois
casos:

OcasoH =0
Esse caso se reduz a solugéo de Weyl pois, de acordo com
a definicdo de H, n6s temos ¢ = ] e, para Z ser finito,
devemos pedir A = 0, que implica ¢ = 0, de modo que
as fungdes associadas aos potenciais sdo estaticas,
reduzindo a métrica de Weyl.

OcasoH #0
As equacdes da anisotropia e sua magnitude, assim como
o0 angulo polar, séo identicamente nulas, o que esté de
acordo com nossa métrica. Ao observar a equacdo de
Friedmann, concluimos que 2 = 1. Usando este fato na
equacéo do fluxo de energia, podemos escrever

oH P

—+3H—=0;
or ar
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0z oz

onde ¢ = ¢ — Inr. Daqui, resolvemos para H(r,z)
como

H = f(t)e 3%r.
Levando esta condi¢cdo na definicdo da constante de
Hubble e na equacdo de Raychaudhuri, concluimos

61_ —2¢ ]_C
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Se pedirmos a consisténcia entre as derivadsa temporais
e espaciais de 4, isto é
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Usando a expressdo para % nas equagdes acima,
concluimos
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Se ¢ depender ou ndo da variavel z, concluimos ¢ = Inr.
2
No entanto, essa condigdo é inconsistente com :t :T pois
0% ) 2¢
= -2¢ _ —2¢. T =
aor ¢ 2feFrg =0

forcando f = 0. Mas isso é uma contradicdo, ja que
estamos no caso H # 0. Logo, provamos 0 seguinte
teorema:
Teorema
Sob as condigdes da solucdo tipica de Weyl, a Unica
solugdo exata é a métrica estatica de Weyl.
Conclusdes

A investigacdo dos espagos-tempos de Weyl, usando o
formalismo covariante (3+1), levou a formulagdes
inéditas na literatura, como uma simplificacdo das
equacOes de Einstein aplicadas aos espagos-tempos de
Weyl generalizados, em particular, destacando o papel
das anisotropias presentes. Feita a generalizacdo, uma
primeira questdo valida é se perguntar da aplicabilidade
de condigdes anteriores a generalizagdo. No presente
caso, entendemos essa pergunta ao tentar usar as mesmas
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implicaces da solucdo de Weyl na métrica generalizada.
Por fim, provamos que toda outra solu¢do, usando as
mesmas implicacbes da solucdo de Weyl (escalar de
Ricci intrinseco e laplaciano de ¢ nulos) é inconsistente
e, mesmo no caso generalizado, somos for¢ados a adotar
potenciais que ndo dependem do tempo. Desse modo,
pode-se dizer que o resultado do trabalho lembra o
teorema de Birkhoff, mas ndo € tdo forte quanto este, pois
as hipoteses pedidas ndo sdo tdo gerais quanto neste
teorema. De fato, é mostrado que a Unica solucdo
axialmente simétrica, sob as condicGes de Weyl, é a
métrica de Weyl, e toda outra generalizacdo €
inconsistente.

Esse trabalho também se mostra como um ponto de
comeco para investigacdes futuras, ainda sobre solugdes
exatas, pois prova a inconsisténcia de uma possivel
solucdo, correta no caso nao generalizado.
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