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Introducio

O desenvolvimento desse projeto tem como
objetivo estudar a eletrodindmica de Maxwell dentro
de um meio material dielétrico e, posteriormente, obter
a métrica Optica associada no limite da Optica
geométrica (NOVELLO & GOULART, 2010).

Para isso, comecamos por analisar os tensores
de Maxwell em um espaco com 3+1 dimensdes,
encontrando  suas  equagdes de  movimento
correspondentes. De modo a colocéd-las numa forma
mais familiar, introduzimos wuma classe de
observadores que decompde o espago quadri-
dimensional em 3 dimensdes espaciais, através do
tensor de projecdo, e do proprio campo de
observadores, que nos fornece a componente temporal
das equacgodes.

No caso de meios materiais, existem tensores
especiais que caracterizam a resposta do meio a
campos externos, deixando a analise da Optica
geométrica um pouco mais complicada, uma vez que a
luz ndo seguird mais linhas retas no espago plano.
Aplicando o chamado método de Hadamard nas
equacdes de Maxwell no interior do dielétrico,
obteremos exatamente a chamada métrica Optica
efetiva (FONSECA, 2018) e (PRADO, 2022).

Metodologia

Primeiramente vamos introduzir o tensor de
Maxwell como sendo:
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Para calcular seu correspondente dual, vamos
utilizar a relagdo dada por:
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Com a relagdo acima, vamos obter o tensor
dual descrito por:

0 -B, -B, -B,

Fyv: Bx 0 Ez _Ey (3)
B, -E, 0 E,
B, E, -E, 0

A partir dos tensores (1) e (3), é valido
ressaltar também que as unidades utilizadas serdo do
tipo Lorentz-Heaviside, ou seja, com c=u=€e=1
Agora vamos encontrar as equacgdes de Maxwell cuja
fonte é dada por:

i"=lp,]l )

sendo p a densidade de carga elétrica e 3 o vetor de
corrente.

Para encontrar as equagdes de Maxwell, basta
tomar a divergéncia dos tensores de Maxwell, como
segue:

o, F"=jt (5)
9. F"=0 ©)

Explicitamente, temos que para cada indice v
sera realizada uma derivada parcial da componente do
tensor com respeito as coordenadas e o tempo. Por
exemplo:

p=0
avFOV:]—O
0, F"+0,F"+0,F*+0,F”=p
0E, 0E, OE,
0+ + + =p
6_)5 dy 0z
V -E=p (7

Note que a equacao (7) € a Lei de Gauss do
eletromagnetismo. Utilizando o mesmo processo

anterior para calcular as componentes p=1,2,3 ¢
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depois somando os resultados, vamos obter a Lei de
Ampere-Maxwell (FONSECA, 2018) e (PRADO,
2022):

\% xﬁ:(ﬁ%ﬁ) (8)

Para o tensor dual, sera realizado também o
mesmo processo e, ao final dos calculos,
encontraremos a lei do monopdlo magnético ¢ a Lei de
Faraday, como apresentadas abaixo, respectivamente:
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Por fim, introduzimos o método de Hadamard,
que serd usado para estudar a evolu¢do de uma frente
de onda de campos continuos, que no entanto, podem
ter derivadas descontinuas. Seja Z(x” ) uma superficie
de descontinuidade definindo duas regides disjuntas no
espaco-tempo. Tomando f Le f ? de uma fungdo f em

cada dominio disjunta de X, entdo a descontinuidade
de Hadamard da fungéo fé:

[ (x)]|l;=tim (f'(x+e)—f*(x—¢)) (1)

e>0*

Consideremos agora um deslocamento entre
os pontos das regides 1 e 2 em direcdo a X. Hadamard
mostrou que os diferenciais desses pontos existem e
sdo continuos, ou seja, a descontinuidade das
derivadas de f deve ser um objeto ortogonal a
superficie . Portanto, existe um escalar diferente de

fols=X(x)z

z
No caso do campo eletromagnético, as

zero, tal que a

condigdes de Hadamard serdo dadas por[F uv”z:O

[Fyv,)‘]|2:fuvk)‘, Em quek;é o vetor normal a

superficie e f uv € a intensidade da descontinuidade do
campo. Em particular, no caso da eletrodindmica no
vacuo, tomando a descontinuidade da equacgdo (5),
vamos chegar ao resultado de que a propagagdo das
descontinuidades do campo eletromagnético se da
como geodésicas nulas no espagco de Minkowski.

k,k'=0 (12)

Resultados e discussao
Para encontrarmos uma métrica efetiva, sera

necessario realizar uma perturbagdo em um meio
material na presen¢a de um campo eletromagnético.

O campo eletromagnético no meio material
sera representados pelos tensores antissimétricos F,, e
P,,, usando intensidades do campo elétrico e campo
magnético (E,, H,) e deslocamento elétrico e indugéo
magnética (D, B)).

Quando introduzimos um campo de
observadores, representado por um quadrivetor V,, 0s
tensores de Maxwell podem ser decompostos
tensorialmente em termos dos campos vetoriais da
seguinte forma:

F,=E,v,—E,v,+n,, " v,B, (13)
P,,=D,v,~Dv,+n,  v,Hy (14)

uv

Os vetores dados pelo campo eletromagnético
sdo tipo-espago. Sendo assim, temos a seguinte
estrutura:

E'E,=-E’ (15)
H‘H =-H’ (16)

Para que tenhamos um sistema fechado de
equacdes ¢ preciso fornecer relagdes entre os campos.
Para isso, introduzimos as chamadas relacoes
constitutivas do meio que sdo expressas na forma:

D,=¢,"|E,H]E, (17)
B,=¢,"(E,H)H, (18)

Para os fins desse estudo sera tomado um
meio dielétrico simples em que a permeabilidade
magnética seja constante e igual aflye a permissividade
elétrica dependa somente do modulo do campo elétrico
e=¢(E).

Por fim, as equacdes de Maxwell no interior
do dielétrico tomam a seguinte forma:

0,P""'=0 (19)
0,F"" =0 (20)

Em termos dos campos, essas equagdes podem
ser escritas como:

D“,vvv—Dv,vv“+r[“"“5vaHB,v:0 (1)
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B' ,v' =B’ v'+n" v, E; ,=0 (22)
Em termos do observador V" podemos

decompor estas equagdes numa componente temporal
e outra espacial utilizando o tensor de proje¢do no

espaco tridimensional ortogonal a v* dado por

h,,=g"" —v,v,. Sio elas:

D, v'+n, " v,H, ,=0 (23)

B, v -1, " v,E;,=0 (24)
Com isso podemos utilizar as relagdes

constitutivas do meio dadas por (17) e (18) e dessa
forma vamos obter:

(€E )v—e E+(E, e (25)
B, ,=(mH,), (26)

Realizando as derivadas e utilizando os
resultados das equagdes (25) e (26) vamos obter enfim
as projecoes dadas por:

v _€E'E
€E", 5 E,,=0 27
poH' ,=0 (28)
v €'E¢E“Vv ovap
€E v E Eu,v+r’ VO{HB,V:O (29)
Lo H‘b—nd’wﬁvaEﬁ)V:O (30)

Agora vamos tomar o método de Hadamard
nas equagdes (27), (28), (29) e (30) para uma
superficieX, tal que:

[Eu,?\]zzeukk €2))
[H,,];=h.k, (32)

u,)\]):_ I

sendo que k;=0,X. Dessa forma temos para a
equacao (27):

(e[E", 1) ~(EEE (B, L)=0-

e E"E"

ee k,— e k,=0-

ekvev—%E“eukvazo

Utilizando o0 mesmo processo para as
equacdes (28), (29) e (30) temos enfim quatro
equacgdes (FONSECA, 2018) e (PRADO, 2022):

ek eu—%E“ e, k'E,=0 (33)
wok” h,=0 (34)
ek’v, e”’—% E'e,k'v,E"+n""“"v hyk,=0

(35)
ok’ v, h' ="’ v,egk,=0 (36)

Veja queé o proprio vetor de propagacdo da
onda no meio ¢ aindaa derivada decom respeito ao
campo elétrico. Com isso substituindo a equagao (36)
em (35) vamos obter:

a A € B a A
ek®v, e _EE ek v, E

A
e u v 2 k e
—(k"k,—(k £ e k=0 (37

Vale ressaltar que na equagdo (37) € utilizado
uma identidade para eliminar os’s da equagdo, que ¢
definida por:

6, 0, o 0,
Sy 0, 87 Oy
0, 0, 0. Oy
o, 6, 0. Oy

afyo

n N abcd = (3 8)

Enfim multiplicando a equagao por, ¢ definida
entdo a relacdo de dispersdo do meio:

E")k,k,=0
(39)

(" +v" vv(uoe—lwoef)—&E”

Veja que a equagdo (39) ndo condiz com uma
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superficie da teoria linear, ou seja, t€ém-se uma
estrutura causal caracteristica determinada pelo meio,
isto é, atrelada as propriedades do material em que as
ondas percorrem. Dessa forma € possivel interpretar
como uma geometria Riemanniana em que:

9"k, k,=0 (40)

ondeé a propria métrica Optica efetiva do meio
material. Comparando a equagdo (40) com a (39)
vemos efetivamente que a métrica ¢ definida por
(NOVELLO & GOULART, 2010):

AUV

g =n""+v'v'(u,e —1+u,c E)—<-E"E"

cE
(41)
Conclusoes

Estudamos o formalismo tensorial aplicado ao
eletromagnetismo de Maxwell, tanto no vazio quanto
no interior de um meio dielétrico, deduzindo a partir
dai as equacdes de movimento em ambos 0s casos.

Utilizando o método de Hadamard analisamos
as descontinuidades do campo eletromagnético no
interior de um dielétrico ndo linear, demonstrando que
surge uma métrica Optica que nao coincide com a
métrica de Minkowski e, portanto, as ondas se
propagam seguindo geodésicas em uma métrica curva.

Futuramente, pretendemos estudar este
formalismo da eletrodindmica em outros contextos,
por exemplo, em dimensdes reduzidas, além de
modelos analogos da gravitagao.
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