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Introducao

Neste trabalho foi estudado dentro do campo da fisica
tedrica a teoria da relatividade, que busca entender como
os eventos e as leis da fisica sdo vistos por diferentes ob-
servadores em alta velocidade e como eles se relacionam.
A teoria da relatividade pode ser dividida em duas partes:
a relatividade restrita, que modifica a mecénica Newtoni-
ana (construida a partir das leis de Newton) e mantém o
Eletromagnetismo (construido a partir das equacdes de
Maxwell) e como as equacdes que descrevem os fend-
menos dessas dreas se comportam quando vistas por re-
ferenciais inerciais; a relatividade geral, que reinterpreta
a forga gravitacional como uma estrutura geométrica do
espaco-tempo, pois a relatividade restrita postula uma ve-
locidade limite para propagacao de interacdes enquanto a
interacdo gravitacional Newtoniana acontece de maneira
instantanea, portanto, incompativel com a teoria da rela-
tividade restrita.

Foi abordado neste trabalho toda teoria da relativi-
dade restrita, que se iniciou com o estudo das transforma-
¢oes de Galileu, a problemética da Mecanica Newtoniana
com o Eletromagnetismo e as transformacdes de Lorentz
que unificam essas duas dreas bem como suas consequén-
cias. Na relatividade geral foi dada atencdo apenas para
as ferramentas matematicas usadas para construir a teoria
que comeca pelo estudo do espaco Euclidiano, sistemas
de coordenadas, tensores, variedades e a equacdo da ge-
odésica. Posteriormente, iremos estudar as equagdes de
movimento e algumas de suas solu¢cdes mais importan-
tes.

Metodologia

Foi estudado no contexto da relatividade restrita as
transformacdes de Galileu com base no principio da rela-
tividade que diz que as leis da fisica devem ser as mesmas
para quaisquer referenciais inerciais. Dessa maneira, este
conjunto de transformagdes chamado Grupo de Gali-
leu torna a Mecanica Newtoniana (fundamentada nas trés
leis de Newton) invariante (Mario Novello 2010). Sao
elas,

R =RR-Vt+d,
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Chave: Geometria diferencial. Relatividade Geral. Relatividade Restrita.

onde R € uma matriz de rotacéo, R é 0 vetor posi¢ao, Vé
a velocidade relativa entre os observadores e d a distincia
inicial entre os observadores

Com o advento do Eletromagnetismo, surge uma pro-
blemaética referente a velocidade de propagacdo da luz
pois dados os campos elétrico (E) e magnético (B)
quando expressos no vacuo satisfazem uma equagéo di-
ferencial de onda. Logo, é adicionado na relatividade res-
trita um novo postulado que diz que a velocidade da luz
deve ser a mesma para quaisquer referenciais inerciais.
A adi¢do deste postulado levou a um novo conjunto de
transformacdes, na qual leva o nome de transformacdes
de Lorentz, dadas pela equagao (Alonso 1972)
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onde vy = 1/4/1— ‘C/—; ¢ chamado fator de Lorentz. O
conjunto destas transformagdes constitui um novo grupo,

chamado Grupo de Lorentz, que respeita a invariancia
da velocidade da luz e assim mantém a forma das equa-
¢oes de Maxwell para quaisquer referenciais inerciais.

Uma forma mais elegante de se escrever a relativi-
dade restrita foi formalizada pelo matematico Hermann
Minkowski (1864-1909), que percebeu que a relatividade
restrita poderia ser melhor expressada se incorporarmos
o tempo como uma dimensdo, ao invés de um pardme-
tro de evolucdo, uma vez que pelas transformagdes de
Lorentz existe uma dependéncia mitua entre espago e
tempo. Assim, é formulado o Espago-Tempo de Min-
kowski denotado por M*, que é um espaco vetorial real
quadridimensional, onde estd definido o produto interno
Lorentziano que é usado para definir uma métrica (ma-
neira com que se mede distincias):
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onde 7, € 0 tensor métrico representado por uma matriz



diagonal de assinatura' (4, —, —, —).
Como consequéncia da assinatura da métrica pode-
mos classificar as distdncias medidas em trés tipos:

1. Luz: quando a componente espacial € igual a com-
ponente temporal de modo que c2dt? = dx? +
dy?® + dz?. Entio, o evento ocorre sobre a superfi-
cie de um cone, denominado cone de luz. Set > 0,
o evento esta no futuro e, se ¢ < 0, o evento esta
no passado.

2. Tempo: quando a componente temporal é maior
que a componente espacial, isto &, c2dt?> > dx? +
dy? + dz. Neste caso, o evento ocorre no interior
do cone.

3. Espaco: quando a componente espacial é maior
que a componente temporal (c2dt? < dx? + dy® +
dz?), o evento ocorre no exterior do cone.

Foram estudados também alguns elementos de geo-
metria diferencial de curvas e superficies de modo a ga-
nhar uma certa intui¢do com o conceito de variedade di-
ferencial, indispensavel para o estudo da teoria da relati-
vidade geral (James Foster 20006).

Para isso, comegamos por considerar, no espago Eu-
clidiano, um sistema de coordenadas padrio cartesiano
(x,y, z) e a partir dele construir outros sistemas de coor-
denadas, agora ndo-cartesianos (u,v,w). Assim, é pos-
sivel escrever a relagcd@o entre os sistemas de coordenadas
na seguinte forma:

- - -

7= z(u,v,w)i + y(u,v,w)j + z(u,v,w)k.  (4)

Quando dois pardmetros sdo fixados, tomados como
constantes, a equacao descreve uma curva parametrizada.
Se fixado um parametro a equacio descreve uma superfi-
cie parametrizada. Se as funcdes forem regulares, é pos-
sivel também determinar a transformacdo inversa como
sendo

u:u(x?y7z)7 U:U(xvyvz)v w

=w(x,y, 2).
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Assim, quando passamos de um sistema para outro,
se torna necessario também definir uma nova base de ve-
tores. Para o caso da equacdo (4), definimos uma base
derivando cada componente com respeito as novas coor-

denadas, obtendo entdo a chamada base natural
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Ja a base dual é definida tomando o gradiente em cada

coordenada, de tal maneira que
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Com os vetores destas bases € possivel escrever qual-
quer vetor do espago vetorial como combinacdo linear
deles, sendo que a escrita pode se feita de maneira su-
cinta, utilizando a Notacao de Einstein, omitindo o sim-
bolo de somatério da forma
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Uma vez apresentados os elementos basicos de geometria
diferencial, iremos agora generalizd-los para o contexto
de variedades.

fi = pae! + poe? + pze® = ;e

Resultados e discussao

Uma variedade de dimensao /V, que denotaremos por
M, é uma generalizacdo do conceito de superficies, onde
0 espago € suave, continuo e localmente plano, isto é,
localmente € um espago Euclidiano de dimensdo N cha-
mado de R™. Assim, podemos pegar um ponto P € M
e levd-lo ao R™ de tal forma que a operagdo inversa tam-
bém seja possivel. Nesse sentido, o espaco Euclidiano
pode ser visto como um plano, porém uma variedade
pode caracterizar espacos mais gerais como, por exem-
plo, uma esfera (James Foster 2006).

De maneira breve, podemos definir um tensor como
sendo uma cole¢do de coeficientes T;ll.:"ir que para cada
ponto da variedade se transforma sob transformacdes ge-
rais de coordenadas da seguinte forma

!
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onde Agil representa uma matriz Jacobiana e Ag} indica
sua inversa. Se em cada ponto de uma regido V1 da va-
riedade M for possivel definir um tensor do tipo (7, s),
temos entdo um campo tensorial em V. Se as compo-
nentes deste campo forem fungdes com boas proprieda-
des de diferenciabilidade, dizemos que temos um Campo
Tensorial Diferencidvel.

Em particular, o Campo Tensorial Métrico, deno-
tado por g.p, tem as seguintes propriedades: é simétrico
(gab = gpa) € ndo-singular, ou seja, possui inversa g
Uma de suas utilidades € subir e descer indices dos de-
mais campos tensoriais em M.

'A assinatura de uma matriz é a colecio de sinais de seus autovalores.



Definido o que € uma variedade e campos tensoriais
sobre ela, vamos entdo definir a trajetdria de particulas
nesse ambiente. No espaco Euclidiano o menor caminho
entre dois pontos serd sempre uma reta. Porém, se par-
ticula estiver percorrendo uma superficie curva, a menor
trajetoria poderd ndo ser uma reta, e para que seja defi-
nida a menor curva que passa por dados dois pontos é
usado o conceito de retiddo (o quao reto € a curva). Esta
curva leva o nome de geodésica.

Se duas particulas inicialmente paralelas entre si a
uma distancia d comecam a tracar uma trajetéria e du-
rante a trajetdria a distancia relativa entre elas ndo for
constante, é definida uma aceleracdo e neste caso temos
um desvio da geodésica. Portanto, as particulas estdo
em um espago curvo.

A equagdo que descreve uma geodésica em uma va-
riedade € construida a partir de uma curva parametrizada
por um pardmetro v e um sistema de coordenadas dado
por x%. Assim, nossa curva serd dada pelas solucdes
da seguinte conjunto de equacdes diferenciais ordindrias
para z%(u):

d*z® . dxb dx® B
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onde T é chamado de simbolo de Christoffel ou co-
nexdo afim, o qual é simétrico nos indices covariantes,

podendo ser calculados a partir do tensor métrico da se-
guinte forma:

(11)

I}, = %glj (Okgij + Oigjk — Ojgri)- (12)
Conclusoes
Definido o espago-tempo de Minkowski e o conceito
de variedades diferenciaveis é possivel agora descrever o
ambiente na qual € construida a relatividade geral.
Na relatividade geral a variedade usada para descre-
ver o espago - tempo, é quadridimensional (N = 4),

pseudo - Riemmaniana com campo tensorial métrico
dado por g,,, com p,v = (0,1,2,3)% o campo tenso-
rial métrico tem um indefini¢do caracterizado pela assi-
natura (+, —, —, —) e sob um ponto P € M adotaremos
um sistema de coordenadas dado pela matriz [g,,,],. Da
mesma forma que na relatividade restrita se tem definido
trés tipos de vetores, na relatividade geral usamos estes
vetores, tangente a curva parametrizada X *(u):

1. tipo-tempo se g, AH A" > 0;
2. tipo-luz se g, A\ = 0;
3. tipo-Espaco se g, A\ A\ < 0;

O entendimento desses conceitos é fundamental para
a compreensdo da fisica moderna e das teorias de Eins-
tein. A relatividade restrita e a relatividade geral t€m sido
confirmadas por uma série de experimentos e observa-
¢cdes e sdo fundamentais para a nossa compreensdao do
universo.
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%onde o indice (0) corresponde a coordenada e os indices (1,2, 3) correspondem as coordenadas espaciais



