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Introducao

As fungdes harmonicas, fungdes estas que sao solucgdes
da equacao de Laplace, sdo objeto de estudo primordial
na matematica moderna e tém desempenhado um papel
fundamental nas diversas ramificacdoes da analise, em
particular, das equacdes diferenciais parciais e a teoria do
potencial, encontrando aplicagdes em diversos campos
como a fisica e o estudo de fluxos, por exemplo. Este
trabalho apresentara as propriedades basicas das funcoes
harménicas e suas consequéncias, explorando suas
propriedades essenciais, tais como a Formula do Valor
Meédio para Equacgao de Laplace, a Suavidade, o Principio
do Maximo e a Desigualdade de Harnack, tendo como
aspecto principal o Principio do Maximo.

Conceitos Basicos

Nesta secdo apresentaremos oS conceitos basicos
relativos as fungdes harmonicas. Apresentaremos
também a Férmula do Valor Médio para a Equagdo de
Laplace, que desempenha um papel fundamental no
Principio do Maximo.

Sejam Q um subconjunto de R™ aberto e limitado e
f:Q - Ruma fungdo dada. Entio definimos:

Equacao de Laplace: ¢ dada por

Au=0 em (),
onde A é o operador Laplaciano ¢ u ¢ uma fungao
definida em Q c R™.

Equacio de Poisson: ¢ uma equacio da forma
—Au = f.

Funcido Harménica: é uma funcio u € C2(Q) que
satisfaz a equagao de Laplace; isto ¢, tal que Au = 0.

Soluciio fundamental: A funcdo ®(x), que ¢ definida
por:

1
—Eloglxl se (n=2)

1
nn-2)a(n)|x—y|n2 se (n <3),

Para x € R", x # 0 ¢é chamada solu¢do fundamental da
equacao de Laplace.

No que segue, apresentamos a Formula do Valor Médio
para a Equagdo de Laplace.

Teorema 1 (Férmula do Valor Médio): Se u € C2(Q)

¢ uma func¢do harmoénica, entdo
1

ud
a(n)rt L(x,r) 4
1

= u ds,
na(n)rn-1 LB(”)
para cada bola B(x, 1) c Q.

u(x) =

Teorema 2 (Reciproca da Formula do Valor Médio):
Se u € C%(Q) satisfazer
1

_— u ds
na(n)rn-1 fa B(xr)

para cada bola B(x,r) c Q, entdo ué uma fungido
harmonica.

u(x) =

Resultados e discussao

Vamos apresentar a seguir as principais propriedades de
fungdes harmonicas estudadas neste trabalho.

Teorema 3 (Principio do M4ximo): Seja u € C2(Q) N
C(Q) é uma fungdo harménica em Q. Entdo

maxu = maxu.
Q 9
Demonstracio:

Seja u € C3(Q)NnC(Q)
Suponha que existem
u(xg) = M := maxu
Q

uma funcdo harmonica.
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u(yo) = N = maxu,

onde xg, Yo € Q.
Como u € C?(Q) ¢é harmonica entio podemos aplicar o
Teorema 1, e assim

1

u(xo) na(n)rn-1 faB(xo,r)u

__1 f
a(n)rt Bxor)
paratoda B(xy, 1) € Q, e
1

u(yo) = —_f u ds
0 na(n)rn-1 9B (yor)

__1 f
a(m)r™ Jayor)
para toda B(y,, 1) € Q.
Tome 1y tal que B(xg, 1) € B(yg,11). Como B(x,, 1) C
B(yq, 1) entdo

1 f 1
udy< f u dy.
a(m)r™ B(xo,1) a(myr® B(yo,r1)
Note que:

1
M=u(xy) =——— f u ds
o na(m)rn-1 9B (xor)
e
N yo) ! J ds
=ulWo) = —~ -1 u
O nam)r Tt Jopgy,
Em particular, como

1 J J

- udS < ————
R Jogey R Jaay)
entiao

u ds

1
M=—— f u ds
na(n)rn-1 9B(xor)
)
<— udS=N,
na(n)rn_l 9B(yo.11)
e como N < M por defini¢do, concluimos que
M<N<M.
Portanto M = N. ]

A seguir, como aplicagdo do Principio de Maximo,
estabelecemos a existéncia e unicidade de solugdo para o
problema de valor de contorno envolvendo a equacao de
Poisson.

Teorema 4 (Existéncia e Unicidade): Seja g € C(9Q) ¢
f € C(Q). Entdo existe no maximo uma solugdou €

C2(Q) n €(Q) do problema do valor de contorno
{ —Au = fem()
u = g sobre 0Q.

O proximo teorema nos diz que se u € C2(Q)) é uma
funcdo harmoénica, entdo necessariamente u € C*. Por
isso, fun¢des hamonicas sdo automaticamente
infinitamente diferenciaveis. O ponto interessante deste
fato é que a estrutura algébrica da equacdo de Laplace,
nos leva a deducdo analitica de que todas as derivadas
parciais de u existem, mesmo aquelas que ndo aparecem
na equacao.

Teorema 5 (Regularidade): Se u € C(Q) satisfaz a
formula do valor médio apresentado no Teorema 1, para
cada bola B(x,r) c Q, entdo u € C ©(Q).

Finalmente, apresentamos a Desigualdade de Harnack,
um importante resultado na teoria das fungdes
harmonicas.

Teorema 6 (Desigualdade de Harnack): Para cada
conjunto aberto conexo V cc (), existe uma constante
positiva a, dependendo apenas de V, tal que

supu < ainfu,
1% |74
para toda fungdo harmonica ndo negativa u € (). Assim,

em particular,

1
—u(y) < u(x) < au(y)

para todos os pontos x,y € V.

Conclusoes

Neste trabalho mostramos que as propriedades das
fungdes harmoénicas tem consequéncias importantes,
como o Principio do Maximo. Além disso, como
consequéncia do Principio do Maximo temos o Teorema
de Existéncia e Unicidade para o Problema de Dirichlet
associado a Equagdo de Poisson, mostrando que as
fung¢des harmonicas desempenham um papel importante
na area de equagdes diferenciais parciais.
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