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Introducéo
e Tema

A analise e estudo da solucdo da equacdo de Mathieu
modificada em um problema de fisica tedrica.

e Objetivo da pesquisa

Acompanhar os extensos e elaborados calculos que estao
por tras do trabalho do artigo de Gubser e Hashimoto [2]
e apresenta-los ao leitor de uma forma mais acessivel,
fornecendo adequadamente detalhes dos célculos.

e Justificativa

Analisar a apari¢do da equacdo de Mathieu modificada
em um problema relacionado as ondas de tunelamento em
um potencial radial produzido por uma D3-brana que
curva o espaco-tempo (veja a equacdo (4): na subsegao
“Desenvolvimento tedrico” da se¢do “Metodologia” sera
explicada a origem dessa equagdo, mencionando que nas
proximidades da distancia radial » = 0 o potencial radial

2
gue a particulavé é daformaV(r) = g—4, tal como aparece
T
na figura abaixo).

Grafico 1 - A funcdo potencial que a particula vé nas
proximidades da distancia radial r=0.
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Fonte: Introduction to Quantum Mechanics: Schrodinger
Equation and Path Integral (2006).

e Meétodo utilizado

Uma reproducdo detalhada dos célculos tedricos
desenvolvidos por Gubser e Hashimoto [2] para obter
uma expressao que descreva a probabilidade de absorcéo
de uma particula escalar devido ao potencial radial
gerado pela D3-brana, a qual vem dada, a baixas energias,
por uma série que envolve poténcias de wR e do
logaritmo natural de wR:

pP(l) =

2 8+41
T (3) Zweo Zieo bar(@R)™ (InwR),
L
onde R =ReY/2, sendo y a constante de Euler-
Mascheroni, R é uma distancia caracteristica da métrica
do espaco-tempo produzido pela D3-branae w e [ (=0, 1,
2, 3,...) sdo a energia e 0 momento angular de uma
particula escalar relativistica de massa nula.
Nas palavras-chaves deste resumo nos referimos ao tipo
de série que aparece na equagdo (1) como ‘Série log-
poténcia.’

Metodologia
e Revisdo e Estudo de Fungbes da Fisica-
Matematica

Nesta etapa, estudamos algumas propriedades basicas das
funcbes Gama, Poligama e a Zeta de Riemann.
Encontramos uma expressdo que relaciona InI'(z + 1)
com {(z):

Inrz+1)=—-yz+ Y-, Jzl <1 (2)
Utilizamos essa expressdo com o logaritmo natural, pois
no desenvolvimento dos célculos que conduzem a
expressao dos coeficientes b, ;, em (1) surgem derivadas
deInT'(z+ 1) avaliadasem z = 0.

(=D"z"¢(n)
n

e Desenvolvimento Tedrico

A equacéo de Mathieu modificada,

(a‘% + 2Acosh(2z) — p) Y(z) =0, @)
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surge nos célculos de Gubser e Hashimoto [2], ao
escrever a equacao de Schroedinger para uma particula
escalar livre relativistica de massa nula, de energia w e
momento angular I(= 0, 1, 2, 3,...), que se propaga no
espaco tempo produzido pela D3-brana:

50 1(1+4) R_4' 0} _
or2  ror r2 T (1 + 7“4)] ® (T) =0. (4)

Apos fazer a mudanga de variaveisr = Re ? e
@(r) = e?%Y(z), precisamente chega-se a equagao:

[ 422

(% + wR cosh(2z) — HTZ) Y(z) =0. (5)

Esta € a equacdo de Mathieu modificada apresentada em
(3), apos identificar p = HTZ el =wR/2.

A resolugdo desta equacgdo utilizando o método de
Dougall [1] nos fornecera as expressdes e o ferramental
matematico para obter expressao da probabilidade de
absorcéo (1).

Para uma melhor compreensdo das relagBes entre as
expressdes vistas nesta subsecdo e a formula em (1),
devemos mencionar que no artigo [2], Gubser e
Hashimoto justificam que a probabilidade de absorc¢éo, P,
é inicialmente dada pela seguinte férmula:

L L LE— : 6
P (6)

(")

As expressdes acima serdo desenvolvidas em termos w,
R e [, a partir da solu¢ido da EDO de Mathieu modificada
apresentada em (5), a qual é dada por [1]:

YD) =J0,2) = T3 o ®(n+3)e® Wi (g

E importante ressaltar que o indice v n&o ¢ arbitrério, mas
sua expressdo é determinada por uma série de poténcias
de wR, que surge no momento de resolver a equagéo de
recorréncia dos coeficientes @ na férmula de ¥ (z).
Com as expressoes de 7 e y obtidas, podemos substitui-
las em (6). Dessa forma, ao desenvolver a razdo a direita
desta  expressdo, encontraremos a  expressao
correspondente a expanséo de P em (1).

Além disso, a expressdo de &, utilizada na resolucéo
de y em (7), consiste em uma série de poténcias de
wR e de InwR. Alguns dos coeficientes desta série vem

dados em termos da fungdo Poligama avaliada em
numeros inteiros. Esses valores s&o obtidos ao considerar
as derivadas da equacéo (2).

Portanto, quando substituimos a variavel y na equagéo
(6), isso implica que usamos as derivadas da equacdo (2)
como parte dos calculos para obter a resposta apresentada
na equacdo (1).

o Método Computacional de Analise

Utilizamos o software Mathematica para realizar os
numerosos e extensos calculos que apareceram durante a
resolucéo das equagdes apresentadas no artigo.
Resultados e discusséo
e Confirmacéao das equacdes do artigo

Conseguimos calcular todas as equagbes que séo
necessarias para a expressdo da probabilidade de
absorcao da particula (1).

e Reproducgéo da tabela do artigo

Os primeiros coeficientes b, da série em (1) foram
obtidos ao estudarmos os casos em que p = 1, p= 3/2,
p = 2 (que correspondem aos casosemquel =0,1 =1
e | = 2), e fomos capazes de reproduzi-la com o auxilio
do software Mathematica e verificar esses coeficientes,
até a ordem (wR)?*. Além disso, encontramos uma
divergéncia (com relagdo ao resultado encontrado por
Gubser e Hashimoto [2]) no termo independente de {(n),
na ultima linha da coluna para p = 2, isto é, no termo
gue vai acompanhado de um (*) nesta coluna.

Segue abaixo a tabela com esses coeficientes para cada
valor de p:

Tabela 1 - Coeficientes de b, para p=1 (I =0).

p=1
by _ l
6
b1 7
72
baz 17
576
b, 1 161
4608
bso 5561  11((2)
663552 576
bs 3 L
2592
b, 623
82944
by 1 39037 -+495(2)
9953280 6912
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b3 1093099  1379¢(2) 5¢(3)
2388787200 331776 41472
Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Tabela 2 - Coeficientes de b, , para p=3/2 (I =1).

Utilizando os resultados de nossos calculos, fomos
capazes de obter os dados necessarios para construir uma
coluna adicional, para o caso p =5/2 (I=3), dos
primeiros coeficientes em nossa tabela.

p=3/2 Tabela 4 - Coeficientes de b, parap =5/2 (I =3).
b1 1 p=5/2
24 by 4 1
b1 53 120
1152 b1, 133
by 2 1 9600
1152 b, 1
b, 1 757 28800
276480 by1 1259
baso 261343 {(2) 9676800
132710400 4608 b2, 21131021 ¢(2)
b33 1 162570240000 115200
82944 b3 1
b, 7 10368000
69120 bs 1751
b1 _ 554911 ¢(2) 2903040000
3185049600 ' 110592 b3 1 26186857 72
b3, 65129557  101¢(2)  {(3) 19508428800000 13824000
764411904000 2211840 663552 b3 34319276903 17512(2)
Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Tabela 3 - Coeficientes de b, , para p=2 (I =2).

3277416038400000?(;)11612160000

82944000

p=2
by _ i
60
b0 19
800
b2’2 1
7200
by 1 821
1728000
bso 44071 (2
103680000 28800
b3’3 _ 1
1296000
b3, 479
103680000
b3 1 1731599 (2
174182400000 1728000
b3 o 261183301 = 479((2)

36578304000000 _21(1?3720000

10368000

: Elaborado pelos autores (2023).

Complementacgéo da tabela do artigo

Fonte: Elaborado pelos autores (2023).

Deve-se destacar que a fungdo P, definida em (1) e em
(6), € uma funcdo ndo elementar (assim como as fungdes
de Bessel na grande maioria dos casos). Ao determinar a
expressdo dos coeficientes b, € 0 equivalente a
conhecer 0s primeiros termos da série que se tem
para a funcdo P. Com esses termos, podemos calcular o
valor numérico de P para pequenos valores de w
(semelhante a forma que conhecendo 0s primeiros termos
da série de Taylor de e* podemos avaliar numericamente
essa fungéo para valores pequenos de |x|).

Conclusdes

Neste projeto, fomos capazes de reproduzir
completamente e resolugdo da equacdo de Mathieu
modificada no estudo de um problema de fisica tedrica.
Além disso, nos deparamos com uma nova abordagem
para resolver a EDO de Mathieu modificada,
desenvolvida no artigo de Dougall [1], o qual nos
forneceu um ferramental matematico importante ao longo
do desenvolvimento teérico. Conseguimos ndo sO
calcular, de forma satisfatéria, a expressdo da
probabilidade de absorcdo da particula na D3-brana na
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obtencéo dos valores da tabela do artigo, mas também,
fomos além e desenvolvemos os célculos para ordens
mais altas de (wR) e de In (wR).
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