VI Simpésio de Iniciacao Cientifica

2023

Ciéncia como ferramenta de transformagéo da sociedade

INTRODUCAO AOS BILHARES E SUA GEOMETRIA

Pedro Esteves' (IC), Lucas Ruiz dos Santos (PQ)'
UNIFEI - Universidade Federal de Itajuba

Palavras-chave: Bilhares, Geometria, Elipses, Orbitas Invariantes, Integrabilidade.

Introducio

Neste trabalho, é tratado o conceito de bilhar
matematico, em alguns exemplos e aplicacdes simples e
estudos de bilhares internos a triangulos abertos,
circulos, quadrados e elipses, todos em [R?, a partir das
principais referéncias [Tab05] e [GR21].

O bilhar matematico pode ser pensado como
uma idealizacdo que pretende descrever o movimento de
uma massa pontual interna a uma regido fechada ou
aberta, mas em geral com fronteiras, (como uma curva
simples em um plano), que se desloca em velocidade
constante (sobre geodésicas) e obedece a lei de reflexao
em cada uma de suas colisdes com a fronteira da regido:
“o angulo de incidéncia ¢ igual ao angulo de reflexdo”.

Metodologia

A pesquisa foi realizada sobre intuito de compreensao
intelectual do assunto e divulgacdo. A metodologia
utilizada consistiu na leitura de textos introdutorios ao
assunto, posteriormente de textos mais avangados e
alguns artigos de pesquisa [LT07] e [GKR23]. O
material estudado e os problemas resolvidos foram
discutidos em reunides semanais com o orientador.
Aliado ao estudo dos resultados analiticos apresentados
na literatura, buscou-se realizar uma série de exemplos ¢
analises numéricas com o auxilio do software
Mathematica, os quais foram importantes para a melhor
compreensdo e apreciacdo dos resultados gerais
demonstrados.

Resultados e discussao

Em bilhares, de forma mais simples naqueles
que possuem bordas compostas por retas, pode se pensar
na reflexdo da particula com uma dessas bordas através
de desdobramentos da regido, isto &, reflexdes da regido
em torno da borda cobrindo um caminho em linha reta
da particula. Essa visualizagdo, nesses cenarios, ¢ util

para transpor o problema para um campo geométrico, de
intersegoes de retas e figuras planas. A Figura 1 ilustra
um exemplo.

Figura 1 — Reflexdo em um vértice.

Através dessa técnica pode-se, por exemplo,
demonstrar que em um bilhar interno a um setor de
angulo a, entre duas retas no plano R?, uma particula
que ndo vem de nenhuma colisdo anterior sempre colide,
ou equivalentemente, desdobra o tridngulo [ #/a] vezes
antes de nunca mais colidir novamente, ver [Tab05].

Através de desdobramentos, ¢ de uma relagdo
com o toro plano, também ¢ possivel mostrar que o
bilhar interno a um quadrado unitario pode ser
decomposto em dois bilhares internos a circulos.

O bilhar no circulo ¢ relativamente simples, pois
seu comportamento ¢ determinado através de rotagdes
por um unico angulo fixado pela condi¢do inicial.
Apesar dessa simplicidade, este bilhar apresenta um
resultado surpreendente provindo do fato de que
trajetorias com angulos iniciais de partida m-irracionais
geram Orbitas densas e equidistribuidas, enquanto
m-racionais geram Orbitas peridodicas que sempre
retornam aos mesmos pontos apos um numero fixo de
reflexdes na fronteira. Além disso, apds fixar um angulo
de partida a, ha uma regido interna e concéntrica com o
circulo original de raio cos «, que nunca ¢ atingida por
nenhuma trajetoria da particula, mesmo que que o seja
m-irracional. Por isso, apesar de simples, ela resguarda
algumas complexidades.
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Apesar disso, ¢ de que o bilhar interno ao
circulo aparente possuir interesse puramente geométrico,
pode-se usar suas propriedades de equidistribuicdo para
demonstrar a Lei de Benford, que trata da distribuigdo
estatistica da frequéncia de ocorréncia dos primeiros
digitos de poténcias de 2, isto ¢, cada digito tem uma
recorréncia de apari¢do distinta. Esta propriedade ¢ util
na analise de dados para averiguacdo de possiveis
manipulagdes nos mesmos. Como ilustragdo, na Tabela
1 sdo apresentadas as probabilidades de ocorréncia de

cada digito como primeiro algarismo da poténcia 2" Na
Figura 2 sdo ilustradas as frequéncias de ocorréncia dos
digitos 1, 2, 6 e 7 como funcdo da poténcia n e sua
convergéncia para o valor esperado.

F 1T 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 [ 85 [ 9

[p(*) | 0.301 | 0.176 | 0.125 | 0.097 | 0.079 | 0.067 | 0.058 | 0.051 | 0.046

Tabela 1 —Probabilidade de 2" comegar com digito k
[Tab05].
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Figura 2 — Frequéncia de ocorréncia dos digitos 1,2, 6 e
. . . n ,
7 como primeiro algarismo de 2, até n = 2000.

Entretanto, essa técnica de desdobramentos ndo
se demonstra aplicavel para bilhares com bordas curvas,
como no caso da elipse, dificultando sua analise.

A elipse, sendo uma figura construida através de
pontos cuja a soma das distancias a seus focos ¢
constante, preserva empiricamente uma propriedade
reflexiva, sendo essa a propriedade de que ao langar-se
uma particula a partir de um de seus focos, apos a
reflexdo, a trajetoria sempre passara pelo foco oposto.
Dessa forma, se uma trajetoria de uma orbita passa por
um dos focos dessa elipse entdo todas as trajetorias
dessa orbita passardo por algum foco. Além disso, tais
orbitas sempre convergem para o raio maior da elipse
[Hum19]. Uma consequéncia imediata é que se algum

raio nao passar por foco, entdo a orbita completa a qual
pertence nunca passa ou passou por algum foco.

De fato, existem dois tipos de trajetorias que
ndo passam por focos da elipse: as internas, as quais t€ém
alguma trajetoria que passa pelo segmento que conecta
seus focos, assim sempre passando por ele novamente
apods cada colisdo; e as externas, as quais nunca passam
pelo segmento que une os dois focos em nenhuma
trajetoria de sua Orbita.

Dada essa natureza interessante da elipse, uma
questdo natural é saber se existem Orbitas periddicas em
seu bilhar. Um exemplo imediato ¢ aquela que sai de um
de seus vértices do eixo maior e passa por um foco,
sendo essa 2-periddica. Mas também existem Orbitas
periddicas com mais pontos distintos, entretanto essas
sdo muito mais dificeis de localizar analiticamente.
Como exemplo no caso 3-periddico, temos uma
expressdo explicita para o seu angulo de saida [GR21]

azb\/—az—b2+2\/a4—b2c2
cosa = :
2 4 2 2
Cc a —c Xl
onde a € o dngulo que a trajetoria forma com o gradiente
no ponto P = (x Y 1) da elipse, a e b os comprimentos

o)

de seus semi-eixos e ¢ a distancia do foco ao centro, os
quais satisfazem a relagio: a*> = b* + ¢2.

Figura 3 — Exemplos de orbitas 6,3,9-perioddicas e uma
ndo periddica, e suas causticas, obtidas por métodos
numeéricos.
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Similarmente ao caso especifico do circulo, drbitas na
elipse, que ndo passam pelos focos, sdo tangentes a
conicas confocais a elipse original, chamadas causticas.
Caso seja uma oOrbita externa, as causticas sdo elipses,
caso seja uma interna as causticas sfo hipérboles.
Assim, a toda orbita esta associada uma unica caustica.
O Teorema de Poncelet garante que a reciproca ¢ valida.

Teorema 1 (Porisma de Poncelet):

Considere duas conicas confocais y < T, tome um ponto
p €Tl e trace dele uma vreta tangente a v,
consequentemente todas as trajetorias da orbita serdo
tangentes a y. Caso a orbita seja n-periodica, ao tomar
outro ponto b, € T e repetir a construgdo, entdo sua

nova orbita também fechard em n iteragoes [Bos+87].

Tomando a seguinte orientacdo ilustrada na Figura 4, é
possivel construir um retrato de fase com as Orbitas
periodicas, garantidas pelo Teorema 1. Note que para
orbitas convexas, quanto maior 0 n maior € o
afastamento da separatriz (representada pela curva preta
que se auto intersecta), sendo essa a curva das oOrbitas
que passam pelos focos, separando as curvas de orbitas
externas e internas.
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Figura 4 — Definicao dos angulos da orbita.

Na Figura 4, 6 k ¢ o angulo com eixo x, € @, ¢ o angulo

formado entre a tangente da elipse no ponto e a reta que
une o centro a esse k-€simo ponto da orbita. Essa ¢ a
convenc¢do usada em todos os retratos de fase das
Figuras 5,6 ¢ 8.

— 3-periédica
— a-periédica
— S-periodica
— 6-periédica

7-periédica

8-periddica
— 9-periédica

10-periodica

Figura 5 — Retrato de fase do bilhar na elipse.

Diferentemente de elipse usual, as 3-elipses
(elipses de 3 focos) ndo mantém seu comportamento
estavel, suas oOrbitas adquirem um comportamento
cadtico facilmente, e propriedades se perdem, como a de
que orbitas que passam pelo segmento que une os focos
sempre o fardo novamente. E visivel em seu retrato de
fase que existem trés tipos distintos de regides, a
primeira mais estavel e organizada com padrdes
abaulados fechados, e outra com 6rbitas completamente
difusa, caodtica, e por fim aquela caracterizada pelas
orbitas que tendem a borda da elipse, mais estaveis e
alongadas. O comportamento caodtico observado ¢é
devido ao fato de este ndo ser um bilhar integravel
[KS18]. Determinar quais bilhares planos sdo
integraveis ¢ um grande desafio matematico, formulado
segundo a Conjectura de Birkhoff [Bir27].
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Figura 6 — Retrato de fase do bilhar na 3-elipse.
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Figura 9 — Trajetorias na 3-elipse de focos alinhados.

Conjectura de Birkhoff:

A fronteira de um bilhar estritamente convexo e plano é
integravel se, e somente se, essa fronteira for uma elipse
(ou um circulo, como caso degenerado). Um bilhar é
dito integravel se existe uma fung¢do ndo constante
f:E-=>R tal que ao longo de cada orbita, f assume um
valor fixo, sendo E o espaco de fase do bilhar, o
conjunto das duplas (posicdo, velocidade).

Conclusoes

Sobre o que foi exposto, fica evidente que o bilhar
matematico, por mais que de formulagdo simples, pode
ser trabalhado de diversas formas, podendo até gerar
conexdes para aplicagdes em outras 4reas como
computacdo e fisica, mesmo que a priori fosse uma
importante ferramenta para a andlises de problemas

matematicos. Tdo surpreendente quanto as possiveis
aplicagoes ¢ a complexidade dos problemas em aberto
que surgem nesta area de pesquisa.
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