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Introducéo

O objetivo principal do trabalho é apresentar um dos
resultados da Teoria de Morse, que nesse caso foi o
Lema de Morse e trazer aplicagbes para seu melhor
entendimento. Para a realizacdo do trabalho utilizamos
os livros citados na parte de referéncias, graficos para
melhor visualizagdo, e por fim fizemos aplicagdes do
Lema de Morse para o estudo do gréafico de funcbes de
duas variaveis que possuem pontos criticos nhao-
degenerados.

Metodologia

Primeiramente foi feita uma revisdo do célculo
diferencial de uma e varias variaveis. Tendo isso,
estudamos 0s pontos criticos degenerados e nhéo-
degenerados de fungdes de uma e de duas variaveis,
onde foram usados gréficos das fungdes para melhor
entendimento. O Lema de Morse foi estudado em
seguida, onde foi estudado a demonstracdo desse
Teorema e feitas aplicacGes para melhor entendimento
do funcionamento do Lema de Morse.

Resultados e discussao

Os principais resultados foram o maior entendimento do
Lema de Morse e aplicagdes do mesmo. Esse lema é
muito usado na Teoria Qualitativa de Sistemas
Hamiltonianos e na Teoria de Singularidades e
classifica, localmente, todos os pontos criticos néo-
degenerados de fungdes diferenciaveis. De fato, esse
resultado nos diz que em uma vizinhanga local para tais
pontos a fungdo se expressa como uma forma
quadratica.

Teorema (Lema de Morse [3]): Seja po um ponto critico
ndo-degenerado de uma funcéo f de classe C e de duas
variaveis a valores reais. Entdo, podemos escolher,
apropriadamente, um sistema de coordenadas locais (X,
Y) para po de forma que a fungdo f, nessas novas
coordenadas, seja de uma dessas trés formas quadraticas
a seguir:

1. fX,Y)=X%2+Y%2+c

2. fX,Y)=X%?2-Y%+c

3. f(X,V)=-X2-Y%+q,
onde ¢ é uma constante (¢ = f(po)) e po pode ser
assumido como sendo a origem (po = (0,0)), sem perda
de generalidade.

Figura 1 - Grafico da funcao do item 1.

Figura 3 - Gréfico da funcéo do item 3.

Nas Figuras 1, 2 e 3 0 eixo x é a reta na cor verde, 0 eixo
y € a reta na cor vermelha e 0 eixo z é a reta na cor azul.

Por um sistema de coordenadas locais entenderemos um
difeomorfismo g de um aberto U do R? em um aberto V
de R? de classe C*. As coordenadas (X, Y) para po sdo
tais que g(X,Y)= po e po em V. Portanto,
f(po)=f(g(X.Y)).
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Por exemplo, seja f(x,y) = 3x> — 4y% Entdo f é uma
funcao diferenciavel e po = (0,0) é o Unico ponto critico
ndo-degenerado de f. Portanto, se considerarmos a

mudanca de coordenadas
X Y

R

X = 2

vemos que f, nestas novas coordenadas, pode ser escrita
como no item 2 do Lema de Morse, onde ¢ = 0.

A seguir, apresentaremos uma aplicagéo do estudo feito.
Seja f(x,y) = —4x? + 2xy — y?.

o _ _ O _ 9y _ 50 0 Gni
Como ——= —8x+2y e 5y = 2X — 2y, entdo o Unico

ponto critico de f serd po = (0,0), que se obtém ao
resolver o sistema de equacdes

{—8x+2y=0
2x—2y =0.

Além disso, temos que a matriz Hessiana de f avaliada
nesse ponto serd a seguinte:
H©0)=(70 %)

2 =2/

Com isso, temos que det Hr (0,0) = 16 — 4 = 12 # 0,
logo, po = (0,0) é ponto critico ndo-degenerado. Pelo
Lema de Morse, sabemos que existe um sistema de
coordenadas de modo que f se escreve como uma das
trés formas quadraticas enunciadas no teorema.

De fato, ao considerar a seguinte mudanca de
coordenadas:
(X +ay
xX=—+——
! Vi 43
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temos que f(X,Y) = —X? — Y2, Em outras palavras, é
possivel eliminar o termo misto xy na expressao de f e
expressa-la de uma forma mais simples.

Portanto, o grafico da funcdo, em uma vizinhanca da
origem, é como o da Figura 3 do Lema de Morse.

Conclusdes
Com esse relatorio, conseguimos entender melhor o

Lema de Morse e suas aplicagdes, que eram 0s maiores
objetivos.
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