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Introduciao

Um sistema dinamico ¢ uma aplicagdo, chamada
dindmica, definida num conjunto M assumindo valores
em M, dito espago de fase. Os primodrdios dessa teoria
podem ser identificados ja no século XVI com os
trabalhos de Isaac Newton. No século XIX, essa versao
moderna foi feita por Henri Poincaré, apds introduzir
muitos dos aspectos qualitativos das equagdes
diferenciais, bem como os conceitos de estabilidade e
periodicidade das solugdes, veja Robert L. Devaney
(2003).

Neste trabalho apresentaremos alguns conceitos basicos

em dindmica como pontos periddicos, transitividade,
hiperbolicidade e conjugacdes topologicas. Definidos e
exemplificados a seguir, para mais detalhes veja Robert
L. Devaney (2003) e Luis Barreira (2012).

Definicao 1. Dizemos que wm ponto xg € wm
ponto fixo de | se flxg) = xy.

Exemplo 1. Seja f: R — R definida por f(a) =
20(1 — x). Temos que 0 ¢ % sao pontos firos de

f.pois f(0) =0 ¢ f(%) = %
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Figura 1 — Grafico da fungdo f(x) = 2x(1 — x)

Definicao 2. Dizemos que wm ponto xqg ¢ um
ponto periodico de periodo n sc f"(xg) =
xg. onde n chamado pertodo de xq, ¢ o menor
mtewro com essa propriedade.

Exemplo 2. Seja [ R — R definida por f(x) =
% Temos que 1 ¢ ponto firo ¢ 2, com x dife
rente de O ¢ 1. ¢ ponto periodico de periodo 2.

pois [2(x) = f(f(2)) = f(3) ==
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Figura 2 — Fungdo f(x) = %

Definicao 3. Denotamos o conjunto dos pontos

Jiwos de f por Fix(f) ¢ o conjunto dos pontos

periadicos de periodo nopor Perp(f).

Definicao 4. Dizemos que um ponto xg ¢ ponto

fizo hiperbélico se for ponto fivo ¢ | f'(xg)| # 1.
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Defini¢ao 5. Uma aplicocao [ X —'Y entre
dois espacos mclricos ¢ chamada de homeomor-
fismo sc [ for uma funcao bijelora continua, ¢
SUa InUersa f*1 tambem for continua.

Definicao 6. Dizemos que o conjunto dos pontos
Ot (x) = {x, f(z), fA(z), -} ¢ uma orbita di-
reta de x. Se f ¢ wm homeomorfismo, entao de

finimos a orbita completa de x. denotada por
O(x). como o conjunto de pontos f'*(z), paran €
Z. I a orbita inversa de x como o conjunto

dos pontos O~ () = {x, f_l(ur)5 f—Q(Lp)! b

Defini¢ao 7. Dizemos que wma aplicacao f: X —
X ¢ topologicamente transitiva sc criste x €

X tal gue O(x) ¢ denso em X.

e

Proposicao 1. Uma aplicacio f - St — St ¢
topologicamente transitiva se, e somente se, para
todo par de abertos nio vazios U,V C SY evistir

ke Z tal que fk'U NV #£0.

Definicao 8. Dizemos que duas aplicacoes f
X > Xceg: Y =Y sdo topologicamente
conjugadas se eriste wmn homeomorfismo h

X =Y satisfazendo hof = goh. Em outras pa-
lavras, quercmos que o diagrama abaivo comute.
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Figura 3 — Dinamicas conjugadas

Definicao 9. Chamamos o homeomorfismo h de
conjugacgao topologica entre f ¢ g.

Definicao 10. Seja a aplicacio f . St — 1.
Dizemos que [ ¢ um difeomorfismo. se [ [or
wm homeomorfismo diferencidvel cuja inversa f=1
também ¢ diferencidvel.

Notacao: Denotamos o conjunto de todos os di
feomorfismos do cirenlo nele mesmo como Dif f1(S1).
onde ¢ preservada a sua orientacao.

Definicao 11. Sejo wm ponto firo © de win di
feomorfismo [ € Dif f1(SY). Se fl(x) < 1.
dizemos que este ponto firo € wm atrator. Se
f’(;r) > 1, dizemos que este ponto firo ¢ um re-
pulsor.

Xa X
Figura 4 — P ¢é ponto fixo hiperbdlico atrator

o X
Figura 5 — P ¢é ponto fixo hiperboélico repulsor

Por fim, o cerne do trabalho, apresentado nos resultados
desta pesquisa, ¢ estudar a dindmica dos difeomorfismos
do circulo conhecidos como Morse-Smale e sua relagdo
com os difeomorfismos estaveis. Ou seja, mostrar que
os difeomorfismos Morse-Smale sdo estruturalmente
estaveis e depois mostrar se a reciproca ¢ verdadeira,
para mais detalhes, consultar obras dos brasileiros
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(ABDENUR e FRANCA, 2007; FRANCA, 2008).
Metodologia

A metodologia deste trabalho foi feita perante reunides,
entre orientador ¢ orientanda, para se discutir sobre a
leitura de materiais como livros, dissertagdes ¢ artigos
dos autores das referéncias.

Resultados e discussao

Os principais resultados foram obtidos através do
conceitos da métrica no espaco das aplicagdes do
circulo, de estabilidade estrutural da dindmica frente a
perturbacdes e de um invariante por conjugagdo
topoldgica, este ultimo conhecido como ntmero de
rotagdo de Poincaré.

Definicao 12. Sejam f,g € Dz'ff(Sl), Definimos

a distancia C'! por:

di(f.g9) = sup{max{dg(f(z). g(x)). |f'(2)=d(2)|}}
Ou seja, dois difeomorfismos [ e g estao provimos

se o8 grdaficos ¢ as derivadas de f e g estao provimas
em todos os pontos do circulo.

As definicdes a seguir sdo o cerne do trabalho. Na
primeira vamos definir o que ¢ uma perturbacdo. Na
segunda, o que ¢ uma aplicagdo estruturalmente estavel.
E na terceira, vamos definir o que ¢ um difeomorfismo
Morse-Smale. A partir de entdo, através de conceitos
como levantamento e nimero de rotagcdo (com o qual é
possivel caracterizar as dinamicas do circulo de acordo
com a sua racionalidade ou irracionalidade na reta real)
podemos entender as proposi¢cdes que nos levaram as
conclusdes principais.

Definicao 13. Dizemos que [ ¢ cl— ¢ provima
de g se di(f,q) < €. Dizemos entao que g ¢ uma
perturbac¢ao de f.

Definicao 14. Seja uma aplicacao f: ST — St
Definimos que f ¢ (Cl—)estrutuv‘almente es-
tdvel, se cxiste € > 0 tal que toda g - St — S1
que esta Clee-prarima de f ¢ topologicamente
conjugado a f.

Exemplo 3. Na figura 6, temos duas aplicacoes
e-proximas mas nao conjugadas, visto que o ponto
fiwo desparcee por wm lado ¢ bifurca cm dois pon-
tos fivos pelo o oulro.
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Figura 6 — Grafico das aplicagdes e-proximas de f

Defini¢ao 15. Dizemos que um difeomorfismo de
S ¢ Morse-Smale se satisfaz as sequintes propri
(T."UN‘I(',‘-G_'

1. f possui pontos periddicos.

2. Todo ponto periddico de [ ¢ hiperbilico.

4

-

Figura 7 — Um difeomorfismo Morse-Smale

Defini¢ao 16. Scjam as aplicacoe continuas f
sl 5 sl e PR = R Dizemos que F ¢
um levantamento de [ se satisfar a conjugacao
topologica moF = fom, onde m : R — Sley
projecio de R em SY dada por m(xz) = x(modl).

Definicao 17. Sejam f wma aplicacao ¢ F' seu

levantamento.  Dizemos que p(f) ¢ o nidmero

de rotagao de f, onde p(f) = p(F)(modl) ¢
i

p(F) = limy 00 ¥
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Proposicao 2. Dado win homeomorfismo f st
SY que preserva orientacio, vale:
F'"z)—z

= criste para todo

1O fimite limg_y~o
re St

2 Este limite independe do valor de . e portanto
podemos denotar apenas p(F').

3. Se F1 e Iy sao dois levantementos de [ entao
p(F1) — p(Ey) = k para algum k € Z. Sendo
assim. p(f) = p(F)(modl) independe da escolha
do levanlamento F.

4. p(f) depende continuamente de f.

Proposicao 3. p(f) = 0 se. ¢ somente se, f
possut algum ponto firo.

Proposicao 4. p(f) € Q se. ¢ somente se. [ pos
sui algum ponto periodico. Além disso.todo ponto
de S converge asstntoticamente para a orbita de

algum ponto periadico de [ Se p(f) = L com

q
p.qg e Ne g wredutivel, entao todo ponto perio

dico de [ possui o mesmo periodo e este vale q.

A seguinte proposi¢ao, o Closing Lemma, nos permite

obter uma oOrbita periddica perturbando um ponto
recorrente. Com isso, ¢ possivel analisar se um
difeomorfismo estruturalmente estavel pode ser
Morse-Smale.

Proposicao 5. (Closing Lemima): Dado € >0 ¢
uma aplicacao [ € szfj”_(%"l) eriste um dife
omorfismo CT — e-provimo de | com nimero de

rotacao racional.

Conclusoes

Tendo feito as definigdes e resultados preliminares,
podemos provar que, um difeomorfismo no circulo é
Morse-Smale se, € somente se, for estruturalmente
estavel.

Teorema 1. Todo difeomorfisimo Morse-Smale | €
D'i.ffl(Sl) ¢ estruturalmente estavel.

Proposicao 6. Se f € DiffL(SY) ¢ um difeo
morfismo estruturalmente estavel entao f ¢ um
difeomorfisimo Morse-Smale.

Vale notar que a aplicagdo dada no exemplo 3 nao é
Morse-Smale, pois o ponto fixo em questdo da f ndo é
hiperbolico. Portanto, pela proposi¢do 6, tal f ndo ¢
estruturalmente estavel.

Sendo assim, caracterizamos as dinamicas no circulo
que ndo mudam por pequenas perturbacdes. Esse ¢ um
teorema importante e fundamental da teoria da
estabilidade.

Agradecimentos

Agradego a Universidade Federal de Itajuba pela
oportunidade de realizagdo desta pesquisa e pela
qualidade de instrucao e educagdo que me foi oferecida.

Ao orgao financiador CNPQ, pelo auxilio concedido,
sem o qual esta pesquisa ndo poderia ter sido realizada.

Sou grata ao meu orientador, Braulio Augusto Garcia,
por acreditar em mim, pela paciéncia, por ter me
apoiado em todos os momentos dificeis, e
principalmente, por me dar uma chance de realizar esta
meta académica que eu tanto desejava.

E, por fim, agradeco a todos que me deram apoio e
motivacdo para a realizagdo desta pesquisa.

Referéncias

ABDENUR, Flavio, FRANCA, Luiz Felipe Nobili.
Hiperbolicidade, Estabilidade e Caos em Dimensdo Um.
Publica¢des Matematicas, Rio de Janeiro, 2007.

BARREIRA, Luis; VALLS, Claudia. Dynamical Systems: An
Introduction. Springer Science & Business Media, 2012.

DEVANEY, Robert L. An Introduction to Chaotic Dynamical
Systems. Addison-Wesley Publishing Company, 2003.

FRANCA, Luiz Felipe Nobili. Estabilidade e Densidade dos
Difeomorfismos Morse-Smale do Circulo. Dissertagao.
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2008.



