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Introdução 

A  estimação  precisa  do  fluxo  de  calor
desempenha um papel fundamental na otimização de
processos  industriais,  garantindo  a  eficiência
operacional  e  a  segurança  de  sistemas  em  que  a
temperatura desempenha um papel importante.

No trabalho de De  Souza  Vicentin  et  al
(2019) demonstram como foi  estimado um fluxo de
calor  transiente  na  câmara  de  combustão  de  um
foguete a partir de dados de temperatura experimentais
através de métodos de problemas inversos aplicados a
problemas de condução de calor. Já Xiong et al (2021)
apresentaram um trabalho recente em que é aplicado o
Método  da  Função  Especificada  para  estimar  a
temperatura e o coeficiente de transferência de calor
por convecção de um fluido. 

Cattani et al (2023) estimaram o coeficiente de
transferência de calor da evaporação de um fino filme
líquido em um tubo capilar  utilizando o COMSOL®

para o cálculo das temperaturas numéricas do modelo,
assim como utilizaram a regularização de Tikhonov,
método  de  resolução  de  problemas  inversos,  para  a
estimação.  Outro  estudo  utilizou  o  COMSOL® para
estimar parâmetros de um modelo de baterias através
do módulo de otimização e das ferramentas dispostas
pelo  LiveLink™ em  conjunto  com  o  MATLAB®

(RAJABLOO, 2015).  Mostrando a  atualidade desses
métodos  e  ferramentas  no  presente  cenário  da
engenharia.

O  objetivo  da  pesquisa  é  realizar  uma
comparação entre dois métodos de estimação de fluxo
de  calor  a  partir  de  métodos  de  problemas  inversos
aplicados a um problema de condução de calor.

Metodologia 

A metodologia deste trabalho será dividida em
três  partes,  a  primeira  abordando  o  experimento,  a
segunda a estimação do fluxo de calor  por meio do
Método da Função Especificada de Beck (1985) e a

terceira  a  estimação  por  meio  do  módulo  de
otimização do COMSOL®.

O  experimento  foi  realizado  por  Carvalho
(2005)  e  seus  resultados  experimentais  foram
utilizados para a comparação de métodos de estimação
de  fluxo  de  calor.  A  amostra  de  metal  duro
(propriedades  térmicas  apresentadas  na  Tabela  1)
mede 12,7 x 12,7 x 4,7 mm e foi aquecida com um
aquecedor elétrico de 10,4 x 10,4 mm, como pode ser
visto na Figura 1.

Figura 1 –  Região de aquecimento (S1)

Foi coletado o histórico de temperaturas em 4
pontos diferentes T1, T2, T3 e T4, como pode ser visto
na Figura 2.

Figura 2 –  Posição dos termopares



Condutividade
térmica (k)

Massa específica
(ρ)

Difusividade
térmica (α)

43,1
[W/m.K]

14900
[kg/m³]

8.68810E-6
[J/kg.K]

Tabela 1 –  Propriedades térmicas do metal duro

O  problema  direto  foi  resolvido  pelo
COMSOL® a  partir  da equação da difusão de calor,
considerando  a  ausência  de  geração  interna  e
propriedades  térmicas  constantes,  sendo  a  seguinte
expressão:
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As condições de contorno para o problema são
uma  imposição  de  fluxo  transiente  na  região  de
aquecimento  (S1)  e  uma  convecção  nas  superfícies
restantes (S2):

S1 :−k
∂ T (x , y , z , t )

∂ n
=q (t )

S2 :−k
∂ T (x , y , z , t )

∂ n
=h [T (x , y , z ,t )− T∞ ]

Nas  superfícies  (S2)  foi  considerado  uma
convecção com coeficiente de transferência de calor de
h = 20 W/m²K.

Finalmente, para a condição inicial:

T ( x , y , z ,0)=T 0

A  primeira  análise  será  feita  utilizando  o
Método da Função Especificada para estimar o fluxo
de calor aplicado a partir do histórico de temperatura
de  um  único  ponto  (T2),  sendo  implementado  no
MATLAB®.  A  seguinte  equação  mostra  como  será
calculado o fluxo para cada passo temporal:
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Sendo, Y as temperaturas experimentais, T as
temperaturas estimadas a partir de um fluxo constante
à r passos de tempo futuro,  Φ a sensibilidade térmica
do modelo em relação ao fluxo de calor.

Por se tratar de um problema tridimensional e
utilizando  uma  aproximação  linear,  sendo  as
propriedades  térmicas  constantes  em  relação  à
variação  de  temperatura,  a  sensibilidade  térmica  do
modelo  em  relação  ao  fluxo  térmico  aplicado  será
obtida através da seguinte expressão:

Φ= ΔT
Δq

Para  sua  obtenção,  um  modelo  foi
implementado  no  COMSOL® e,  colocadas  as
condições  iniciais  e  de  contorno,  uma  pequena
variação  de  fluxo  foi  aplicada  a  fim  de  obter  uma
segunda temperatura e assim a sensibilidade térmica.
A partir do cálculo da sensibilidade, o fluxo de calor
para cada passo de tempo pode ser calculado.

A  segunda  análise  utiliza  o  Método  dos
Mínimos  Quadrados  e  o  algoritmo  de  otimização
Levenberg-Marquardt (LM) do módulo de otimização
do COMSOL®, minimizando uma função objetivo de
mínimos  quadrados  que  compara  as  temperaturas
experimentais  com  as  numéricas.  Foram  avaliadas
duas  estimações  por  esse  segundo  método,  uma
levando  em  consideração  apenas  um  ponto  de
temperatura  (T2)  e  outra  considerando  os  quatro
pontos.

Os  cálculos  foram  realizados  em  um
computador equipado com um processador i7 e 20 GB
de mémoria RAM. As versões dos softwares utilizados
foram MATLAB® R2023a e COMSOL Multiphysics
5.6.

Resultados e discussão

A  malha  adotada  foi  do  tipo  tetraédrica,
apresentando 934 elementos e uma qualidade mínima
de 0,29 na assimetria dos elementos. Sua convergência
foi  obtida utilizando uma tolerância de 1% para um
caso de análise estacionário.

Para  a  estimação  por  meio  do  Método  da
Função  Especificada,  o  resultado  utilizando  quinze
passos  de  tempo  futuro  (r  =  15)  foi  o  melhor  dos
valores  testados.  No  entanto,  nota-se  que  mesmo
obtendo um bom resultado de forma, esse método não
conseguiu  uma  estimação  perfeita  no  quesito  de
valores, apresentando uma divergência notável.
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A  metodologia  aplicada  usando  o  algoritmo
LM,  apresentou  menores  médias  de  resíduos.  No
entanto,  quando  considerando  apenas  um  sensor  de
temperatura,  apresentou  um  custo  computacional
elevado em relação às alternativas.

A Figura 3 mostra os fluxos estimados pelos
dois  métodos  em  comparação  com  o  fluxo
experimental,  medido  por  um  transdutor  de  fluxo,
sendo (n) a quantidade de termopares utilizados.

Figura 3 –  Comparação entre os fluxos estimados

A Tabela 2, apresenta uma comparação geral
dos  resultados  das  estimações  apresentadas
anteriormente. 

Analisando  apenas  os  fluxos  estimados
exclusivamente  no  COMSOL®,  o  fluxo  que  utiliza
apenas um sensor de temperatura apresenta uma média
de  resíduos  menor  que  o  fluxo  que  utiliza  quatro
sensores. No entanto, pode ser notado que o fluxo com
n  =  4  acompanha  melhor  o  fluxo  medido
experimentalmente e numa região de maior interesse,
durante o aquecimento.

Método
Tempo de
Simulação

Média dos
resíduos

Desvio
padrão

SFSM
r = 15

1min49s 1733,05 920,43

LM
n = 1

45min20s 319,41 1333,22

LM
n = 4

8min27s 767,67 1006,96

Tabela 2 –  Resultados dos diferentes métodos

Conclusões

A  partir  das  temperaturas  experimentais  é
possível  notar  uma  baixa  diferença  entre  as
temperaturas  máxima  e  mínima.  Sendo  assim,  a
hipótese  simplificadora  de  utilizar  propriedades
térmicas constantes é valida.

O  Método  da  Função  Especificada  continua
sendo  bom  no  quesito  de  tempo,  apresentando  os
menores tempos de simulação. No entanto, no quesito
de precisão dos resultados, as estimações de fluxo de
calor  realizadas  exclusivamente  no  COMSOL®

apresentaram  melhores  resultados.  O  custo
computacional  dessas  soluções  é  notavelmente  mais
elevado  que  o  Método  da  Função  Especificada,
principalmente  por  estar  sendo  executada  por  um
algoritmo de otimização, com certos critérios para a
convergência.

Para próximos estudos seria interessante testar
diferentes  discretizações  temporais  para  as  soluções
com  otimização,  pois  existem  regiões  de  mais
importantes que outras para a estimação do fluxo de
calor,  como, por exemplo,  a  região de aquecimento.
Assim,  pode-se  aumentar  a  precisão  da  estimação e
diminuir os tempos de solução.
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