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Introdução 

O desenvolvimento  desse  projeto  tem  como
objetivo estudar a eletrodinâmica de Maxwell dentro
de um meio material dielétrico e, posteriormente, obter
a  métrica  óptica  associada  no  limite  da  óptica
geométrica (NOVELLO & GOULART, 2010).

Para isso, começamos por analisar os tensores
de  Maxwell  em  um  espaço  com  3+1  dimensões,
encontrando  suas  equações  de  movimento
correspondentes.  De  modo a  colocá-las  numa forma
mais  familiar,  introduzimos  uma  classe  de
observadores  que  decompõe  o  espaço  quadri-
dimensional  em  3  dimensões  espaciais,  através  do
tensor  de  projeção,  e  do  próprio  campo  de
observadores, que nos fornece a componente temporal
das equações.  

No caso de meios materiais, existem tensores
especiais  que  caracterizam  a  resposta  do  meio  a
campos  externos,  deixando  a  análise  da  óptica
geométrica um pouco mais complicada, uma vez que a
luz  não  seguirá  mais  linhas  retas  no  espaço  plano.
Aplicando  o  chamado  método  de  Hadamard  nas
equações  de  Maxwell  no  interior  do  dielétrico,
obteremos  exatamente  a  chamada  métrica  óptica
efetiva (FONSECA, 2018) e (PRADO, 2022).

Metodologia 

Primeiramente  vamos  introduzir  o  tensor  de
Maxwell como sendo:

Fμ ν=(
0 E x E y Ez

−E x 0 Bz −B y

−E y −B z 0 B x

−E z B y −Bx 0
)      (1)

Para calcular seu correspondente dual, vamos
utilizar a relação dada por:

F
∗

μ ν=1
2
ημ ν

α β F
α β      (2)

Com a  relação  acima,  vamos  obter  o  tensor
dual descrito por:

  F
∗

μ ν=(
0 −B x −B y −B z

B x 0 Ez −E y

B y −Ez 0 E x

Bz E y −E x 0
)       (3)

A  partir  dos  tensores  (1)  e  (3),  é  válido
ressaltar também que as unidades utilizadas serão do
tipo Lorentz-Heaviside, ou seja, com c=μ=ϵ=1 .
Agora vamos encontrar as equações de Maxwell cuja
fonte é dada por:

jμ=[ ρ , j⃗ ]      (4)

sendo  ρ a densidade de carga elétrica e  j⃗ o vetor de
corrente.

Para encontrar as equações de Maxwell, basta
tomar a divergência dos tensores de Maxwell,  como
segue:

∂ν F
μν= jμ      (5)

∂ν F
∗

μν=0      (6)

Explicitamente, temos que para cada índice ν
será realizada uma derivada parcial da componente do
tensor  com respeito  às  coordenadas  e  o  tempo.  Por
exemplo:

μ=0
∂ν F

0 ν= j0

∂0 F
00+∂1F

01+∂2F
02+∂3F

03=ρ

0+
∂Ex

∂ x
+
∂ E y

∂ y
+
∂E z

∂ z
=ρ

∇ ⋅ E⃗=ρ      (7)

Note que a equação (7) é a Lei de Gauss do
eletromagnetismo.  Utilizando  o  mesmo  processo
anterior  para  calcular  as  componentes  μ=1 ,2 ,3 e



depois somando os resultados, vamos obter a Lei de
Ampère-Maxwell  (FONSECA,  2018)  e  (PRADO,
2022):

∇ × B⃗=(J⃗+ ∂
∂t

E⃗)           (8)

Para  o tensor  dual,  será  realizado também o
mesmo  processo  e,  ao  final  dos  cálculos,
encontraremos a lei do monopólo magnético e a Lei de
Faraday, como apresentadas abaixo, respectivamente:

∇ ⋅ B⃗=0      (9)

∇ × E⃗=− ∂
∂t

B⃗    (10)

Por fim, introduzimos o método de Hadamard,
que será usado para estudar a evolução de uma frente
de onda de campos contínuos, que no entanto, podem
ter derivadas descontínuas. Seja Σ ( xμ) uma superfície
de descontinuidade definindo duas regiões disjuntas no
espaço-tempo. Tomando  f 1 e f 2 de uma função f em
cada domínio disjunta de Σ, então a descontinuidade
de Hadamard da função f é:

[f (x )]|Σ=lim
ϵ→0✚

(f 1(x+ϵ )−f 2(x−ϵ))       (11)

Consideremos  agora  um  deslocamento  entre
os pontos das regiões 1 e 2 em direção a Σ. Hadamard
mostrou que os diferenciais desses pontos existem e
são  contínuos,  ou  seja,  a  descontinuidade  das
derivadas  de f deve  ser  um  objeto  ortogonal  à
superfície Σ. Portanto, existe um escalar diferente de

zero, tal que[ f ,α ]|Σ=Χ (x )Σα. 

No  caso  do  campo  eletromagnético,  as

condições  de  Hadamard  serão  dadas  por [F μ ν ]|Σ=0
[Fμ ν , λ ]|Σ=f μ ν k λ.  Em  quek λé  o  vetor  normal  a

superfície e f μ ν é a intensidade da descontinuidade do
campo. Em particular,  no caso da eletrodinâmica no
vácuo,  tomando  a  descontinuidade  da  equação  (5),
vamos chegar ao resultado de que a propagação das
descontinuidades  do  campo  eletromagnético  se  dá
como geodésicas nulas no espaço de Minkowski. 

k μ , λ k
λ=0    (12)

Resultados e discussão
Para  encontrarmos uma métrica  efetiva,  será

necessário  realizar  uma  perturbação  em  um  meio
material na presença de um campo eletromagnético.

O  campo  eletromagnético  no  meio  material
será representados pelos tensores antissimétricos F μ ν e
Pμ ν, usando intensidades do campo elétrico e campo
magnético (E μ ,H μ) e deslocamento elétrico e indução
magnética (Dμ , Bμ).

Quando  introduzimos  um  campo  de
observadores, representado por um quadrivetor  vμ, os
tensores  de  Maxwell  podem  ser  decompostos
tensorialmente  em  termos  dos  campos  vetoriais  da
seguinte forma:  

F μ ν=Eμ vν−Eν vμ+ημ ν
α β vα Bβ (13)

Pμ ν=Dμv ν−Dν v μ+ημν
α β vαH β   (14)

Os vetores dados pelo campo eletromagnético
são  tipo-espaço.  Sendo  assim,  temos  a  seguinte
estrutura:

Eα Eα=−E2    (15)

H αHα=−H2       (16)

Para  que  tenhamos  um  sistema  fechado  de
equações é preciso fornecer relações entre os campos.
Para  isso,  introduzimos  as  chamadas  relações
constitutivas do meio que são expressas na forma:

Dα=ϵ β
α (E ,H )Eβ       (17)

Bα=ϵ β
α (E ,H )H β       (18)

Para  os  fins  desse  estudo  será  tomado  um
meio  dielétrico  simples  em  que  a  permeabilidade
magnética seja constante e igual aμ0e a permissividade
elétrica dependa somente do módulo do campo elétrico
ϵ=ϵ (E ). 

Por fim, as equações de Maxwell no interior
do dielétrico tomam a seguinte forma: 

∂ν P
μ ν=0    (19)

∂ν F
∗

μν=0    (20)

Em termos dos campos, essas equações podem
ser escritas como:
Dμ

, ν v
ν−Dν

,ν v
μ+ημ να β v αH β ,ν=0 (21)



Bμ
, ν v

ν−Bν
, ν v

μ+ημν α β vα E β ,ν=0      (22)

Em  termos  do  observador  vμ podemos
decompor estas equações numa componente temporal
e  outra  espacial  utilizando  o  tensor  de  projeção  no
espaço  tridimensional  ortogonal  a  vμ dado  por

hμ ν=ĝμ ν−v μv ν. São elas:

Dϕ, ν v
ν+ηϕ

να β vαH β ,ν=0 (23)

Bϕ ,ν v
ν−ηϕ

να β vα E β, ν=0    (24)

Com  isso  podemos  utilizar  as  relações
constitutivas  do meio dadas por  (17) e (18) e dessa
forma vamos obter:

(ϵ Eϕ),ν=ϵ , ν Eϕ+(Eϕ, ν )ϵ    (25)

Bϕ ,ν=(μ0Hϕ ), ν    (26)

Realizando  as  derivadas  e  utilizando  os
resultados das equações (25) e (26) vamos obter enfim
as projeções dadas por:

ϵ E ν
,ν−

ϵ 'EμEν

E
Eμ, ν=0   (27)

μ0H
ν
,ν=0   (28)

ϵ E
.
ν
,ν−

ϵ 'Eϕ Eμ v ν

E
Eμ ,ν+η

ϕ να β vαH β, ν=0 (29)

μ0H
.
ϕ−ηϕ να β vα E β ,ν=0    (30)

Agora vamos  tomar  o  método de Hadamard
nas  equações  (27),  (28),  (29)  e  (30)  para  uma
superfícieΣ, tal que:

[Eμ, λ ]Σ=eμk λ     (31)

[H μ , λ]Σ=hμk λ      (32)

sendo  que  k λ=∂ν Σ.  Dessa  forma  temos  para  a
equação (27):

[ϵ Eν
,ν−

ϵ ,Eμ Eν

E
Eμ ,ν ]

Σ
=0→

[ϵ Eν
,ν ]Σ−[ϵ

,Eμ Eν

E
Eμ ,ν ]

Σ
=0→

([ϵ ]ΣE
ν
,ν +ϵ [Eν

,ν ]Σ)

−([ϵ
,Eμ Eν

E
]
Σ
Eμ ,ν+

ϵ , Eμ Eν

E
[Eμ ,ν ]Σ)=0→

(ϵ [Eν
,ν ]Σ)−(ϵ

,Eμ Eν

E
[Eμ ,ν ]Σ)=0→

ϵ eν kν−
ϵ ,Eμ Eν

E
eμ kν=0→

ϵ kν eν−ϵ ,

E
Eμ eμ k

ν Eν=0

Utilizando  o  mesmo  processo  para  as
equações  (28),  (29)  e  (30)  temos  enfim  quatro
equações (FONSECA, 2018) e (PRADO, 2022):

ϵ kμ eμ−ϵ ,

E
Eμ eμ k

ν Eν=0    (33)

μ 0k
ν hν=0    (34)

 ϵ kν vν e
ϕ−ϵ ,

E
Eμ eμ k

ν vν E
ϕ+ηϕν α β vα hβ kν=0

   (35)

μ 0k
ν vν h

ϕ−ηϕ ν α β vα eβ kν=0    (36)

Veja queé o próprio vetor de propagação da
onda  no  meio  e  aindaa  derivada  decom respeito  ao
campo elétrico. Com isso substituindo a equação (36)
em (35) vamos obter:

ϵ kα vα e
λ−ϵ ,

E
Eβ eβ k

α vα E
λ

  
eλ

μ 0k
α vα

(kμ k μ−(kν vν )
2)− kα eα

μ0 k
β vβ

k λ=0   (37)

Vale ressaltar que na equação (37) é utilizado
uma identidade para eliminar os’s da equação, que é
definida por:

  ηα β γ ση abcd=(
δ a

α δ b
α δ c

α δ d
α

δ a
β δ b

β δ c
β δ d

β

δ a
γ δ b

γ δ c
γ δ d

γ

δ a
σ δ b

σ δ c
σ δ d

σ)             (38)

Enfim multiplicando a equação por, é definida
então a relação de dispersão do meio: 

(ημν+vμ vν (μ 0ϵ−1+μ0ϵ
,E)− ϵ ,

ϵ E
Eμ Eν )kμ kν=0

          (39)

Veja que a equação (39) não condiz com uma



superfície  da  teoria  linear,  ou  seja,  têm-se  uma
estrutura causal característica determinada pelo meio,
isto é, atrelada as propriedades do material em que as
ondas percorrem.  Dessa forma é possível  interpretar
como uma geometria Riemanniana em que:

ĝμν k μ kν=0    (40)

ondeé  a  própria  métrica  óptica  efetiva  do  meio
material.  Comparando  a  equação  (40)  com  a  (39)
vemos  efetivamente  que  a  métrica  é  definida  por
(NOVELLO & GOULART, 2010):

ĝμν=ημ ν+vμ vν (μ0ϵ−1+μ 0ϵ
, E)− ϵ ,

ϵ E
Eμ Eν

   (41)

Conclusões

Estudamos o formalismo tensorial aplicado ao
eletromagnetismo de Maxwell, tanto no vazio quanto
no interior de um meio dielétrico, deduzindo a partir
dai as equações de movimento em ambos os casos. 

Utilizando o método de Hadamard analisamos
as  descontinuidades  do  campo  eletromagnético  no
interior de um dielétrico não linear, demonstrando que
surge  uma  métrica  óptica  que  não  coincide  com  a
métrica  de  Minkowski  e,  portanto,  as  ondas  se
propagam seguindo geodésicas em uma métrica curva.

Futuramente,  pretendemos  estudar  este
formalismo  da  eletrodinâmica  em  outros  contextos,
por  exemplo,  em  dimensões  reduzidas,  além  de
modelos análogos da gravitação.
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